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内 容 简 人 


这 是 一 本 滩 西 分 析 教 材 ， 它 系统 地 介绍 线性 算 子 理论 的 基础 知识 ， 算 了 予 
半 群 以 及 连续 函数 空间 上 的 Wiener 测度 和 Hiibert 空 间 上 的 Gauss 测 
度 。 全 书 共 分 四 章 ,. Banach 代数 ， 无 界 算 子 ， 算 子 半 群 以 及 无 穷 维 空间 上 
的 测度 论 。 本 书 注意 介绍 泛 函 分 析 理 论 与 数学 其 它 分 支 的 密切 联系 ， 给 出 丰 
富 的 例子 和 应用， 以 培养 读者 运用 泛 函 分 析 方法 解决 问题 的 能 力 。 

本 书 适用 于 理工 科大 学 数学 系 、 应 用 数学 系 高 年 级 本 科 生 、 太 究 生 赔 
读 ， 并 且 可 供 一 般 的 数学 工作 者 、 物 理工 作者 和 科学 技术 人 吕 参 考 。 


序 


这 本 书 是 由 北京 大 学 出 版 社 出 版 的 “ 泛 函 分 析 讲 义 ” 的 下 肌 
《上 册 由 张 磋 庆 、 林 源 渠 合 编 ;。 它 是 为 数学 系 有 关 专 业 研 究 生 
公共 基础 课 编写 的 教材 ， 和 上 册 一 样 ， 我 们 坚持 向 读者 介绍 泛 函 
分 析 理 论 的 来 源 与 背景 ， 十 分 注意 泛 函 分 析 作 为 近代 分 析 的 一 个 
重要 组 成 部 分 ， 是 如 何 与 数学 的 其 它 分 支 ， 特 别 是 数学 物理 、 偏 
微分 方程 以 及 随机 过 程 理论 紧密 联系 的 。 
基于 这 个 指导 思想 ， 我 们 选择 了 交换 Banach 代数 的 Gelfand 
表示 、 “无 界 ) 自 伴 算 子 谱 分 解 、 自 伴 算 子 的 扩张 和 扰动 ， 以 及 
算 子 半 群 的 Hille Yosida 定理 和 Stone 定理 作为 基本 内 容 ， 并 以 
它们 为 中 心 展开 有 关 重 要 概念 和 方法 的 讨论 。 书 中 第 五 章 86 奇 
异 积分 算 子 ， 第 七 章 $4 Markov 过 程 和 8 5 散射 理论 等 都 是 有 关 
理论 在 某 些 方面 的 应 用 。 对 于 初学 读者 这 部 分 内 容 可 以 略 去 ， 但 
对 有 关 方 向 的 读者 它们 则 是 极 富 启发 性 的 参考 资料 。 此 外 ， 第 六 
童 8$ 3 无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 定理 ， 是 为 了 完整 起 见 ， 便 于 读者 
查阅 而 撰写 的 ， 在 应 用 中 并 没有 特别 的 重要 性 ， 讲 授时 亦 可 略 
去 ， 最 后 一 章 介绍 Wiener 测度 与 Hilbert 空间 的 causs 测度 。 之 
所 以 挑选 这 一 专题 单独 成 章 ， 是 因为 我 们 注意 到 函数 空间 的 测度 
论 和 积分 论 在 量子 物理 、 统 计 力 学 以 及 随机 过 程 论 中 日 益 增 涨 的 
重要 性 。 它 理所当然 地 应 当 是 泛 函 分 析 研 究 的 主要 对 象 之 一 ， 但 
在 一 般 教 材 中 却 并 不 多 见 .。 
我 们 认为 要 真正 理解 泛 函 分析 中 一 些 重要 的 概念 和 理论 ， 灵 
活 弃 用 这 一 强 有 力 的 工具 ， 其 唯一 的 捷径 就 是 深入 了 解 它们 的 来 
涛 和 背景 ， 注 意 研 究 一 些 重要 的 、 一 般 性 定理 的 深刻 的 、 县 体 的 
含义 。 不然 的 话 ， 如 果 只 是 从 概念 到 概念 ， 纯 形式 地 理解 抽象 定 
理 证 明 的 推演 ， 那 么 学 习 泛 函 分 析 的 结果 只 能 “如 入 宝山 而 空 
上 


返 ”， 一 无 所 获 。 使 用 本 书 的 恋 省 ， 务 请 认真 阅读 围绕 有 关 抽 象 
概念 所 给 出 的 具体 例子 以 及 若干 重要 的 -一 般 性 定理 在 各 个 不 同 问 
题 中 的 应 用 。 否 则 选用 此 书 则 必 事 与 愿 违 ， 徒 劳 无 功 ， 

本 讲义 自 1983 年 起 曾 在 北京 大 学 数学 系 为 有 关 专 业 研 究 生 与 
高 年 级 大 学 生 讲 授 过 多 所， 根据 我 们 的 经 验 ， 每 周 3 学 时 ， 在 一 
学 期 内 可 把 书 中 前 三 章 的 主要 内 容 讲授 完毕 。 大 部 分 学 生 能 够 擎 
担 本 书 的 基本 要 求 

本 讲义 主要 内 容 取 材 于 下 列 各 书 ， 

1, F. Riesz, Sz~Nagy, B. ; Lecron d’ analyse fonctionn— 
elle，Akademiai Kiad6 Budapest，1952 (中 译本 ， 第 二 卷 ， 庄 万 
等 译 ， 泛 函 分 析 讲 义 ， 科 学 出 版 社 1981)， 

2. N. Dunfold, J. T. Schwartz; Linear Operators,1958, 
1964, John’s Wiley Interscience Publishers 

3. K. Yosida, Functional Analysis, Fifth edition, 1978, 
Springer-Verlag 

4. TT. Katos Peturpation Theory for Linear Operators, 
1966, Springer-Verlag 

5, M. Reed, B. Simon; Methods of Modern Mathemati— 
cal Physics. Vol I—HH, 1972-1979. Academic Press 

、 第 八 章 则 参考 Kuo Hui Hsiung ( 郭 辉 能 ) ;Gaussian Measures 
in Banach Spaces 1975, Springer-Verlag, 

本 书 在 取材 上 虽 力 求 照顾 数学 系 内 不 同 专业 方向 大 多 数 研究 
生 的 需要 ， 但 限于 作者 的 学 识 与 能 力 ， 偏 颇 之 处 在 所 难免 。 出 版 
此 书 ， 竖 起 抛 转 引 玉 的 作坊 。 我 们 深信 必 将 有 更 有 特色 ， 更 现代 
化 ， 更 加 适用 的 教材 大 量 涌现 ， 
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第 五 章 ”Banach 代数 


本 章 讨 论 具 有 代数 结构 的 Banach 空 间 。 这 种 空间 叫做 Banach 
代数 。 以 前 几 章 我 们 是 把 算 子 作为 个 体 来 讨论 的 ， 而 Banach 代 数 
则 把 算 子 作为 整体 加 以 研究 。 我 们 将 讨论 Banach 代 数 的 基本 性 
质 ， 函 数 代数 ，C* 代 数 , 算 符 演算 以 及 谱 理 论 . 它们 是 近代 数学 
物理 如 景 子 力学 、 统 计 物 理 的 强 有 力 工 具 ， 它 们 与 数学 其 它 分 支 
如 函数 论 、 抽 象 调 和 分 析 、 群 表示 论 等 有 非常 密切 的 联系 。 


$1 代数 准备 知识 
Banach 代 数 是 带 有 一 个 范 数 的 代数 (定义 见 下 节 ) 。 为 了 便 璐 
读者 阅读 ， 我 们 人 先 复习 一 下 有 关 的 代数 基本 知识 ， 
定义 5.1.1 .x 称 为 复数 域 C 上 的 一 个 代数 ， 如 果 
(1) .x 是 C 上 的 一 个 线性 空间 ， 
《2) .wx 上 规定 了 冬 法 ，.x Xx 一 sr， 满 足 ， 
(ab)¢ = a (bc); (结合 律 ) 
(a+b) (e+d)=ac+be +ad +bd;s (分 配 律 ) 
《4H) (ab) = (ha) (1b), 
VA,LWEC, Va,b,ec, dE .wy. 
车 .x 中 有 元 素 6 ， 对 于 每 一 个 .x 中 元 4%， 满足 e4 =ae=a 
则 8 叫做 .x 的 和 纪元。 车 .x 中 存在 和 乡 元 ， 则 它 是 唯一 的 。 设 .wr 是 
有 乏 元 的 代数 ，aE .wx 称 为 可 道 的 ， 如 果 存 在 bE wv 使 得 ab=ba 
=6。 满 足 上 述 狠 式 的 5 是 唯一 确定 的 ， 于 是 5b 称 作为 ?的 道 , 记 
作 a™!。 如 果 .wx 中 每 个 非 零 元 都 可 逆 ，xz 叫 作 可 除 代数 。 
如 有 果 代 数 .x 的 乘法 满足 交换 律 ， 即 ab =ba，VYa,bE x， 则 
“x 称 做 为 交换 代数 ， 


定义 5.1.2 设 .w ,多 是 两 个 代数 ，? 是 .xv 到 .多 的 上 映射， 满足 
pha+pb) = Ap(a) + Hp(b) 以 及 pCab) = Ca) pb), VabEe .wy, 
4,4E CC， 称 y 为 .x 到 .多 的 同 态 映射 。 

如 果 同 态 映 射 ? 既是 单 射 的 又 是 满 射 的 ， 那 么 称 " 是 .的 到 罗 
的 同 构 映射 。 

定义 5.1.3 设 .是 一 个 代数 ， 罗 Cr， 并 且 依 和 上 的 加 
法 、 乘 法 和 数 乘 仍 构成 代数 ， 则 称 .多 为 .x 的 一 个 子 代数 . 

车 ?是 代数 .x 到 代数 .多 内 的 同 态 上 映射 ， 值 域 o(x) 显 然 是 多 
的 一 个 子 代 数 。 
和 注 1 若 代 数 .没有 么 元 ， 那么 可 以 构 嘻 一 个 有 人 么 元 的 代数 
-wy ,使 得 .xx 同 构 于 .xY 的 一 个 子 代 数 ， 在 这 个 意义 下 ， 没有 乏 元 的 
代数 总 可 增添 夭 元 。 事 实 上 ， 令 .x = x xXxC， 并 且 规定 如 下 
上 的 代数 运算 ， 
| atah) + Bb,n) = (aa + Pb,al + Bh), 

(a,A) (b,1) = (ab + Ab + Ha,AN), 


V (4h), OO, EY, ,heC. 于 是 e= (9,1) 是 Y 中 的 乏 元 ， 
而 且 映 射 ar”*(a,0) 是 . 妈 一 和 的 一 个 单 射 同 态 ， 其 中 4 是 代数 .x 
中 的 堆 向 量 。 

定义 5.1.4 设 .x 是 一 个 代数 ，/ 己 .x 是 它 的 一 个 子 代 数 , 满 
足 : 

(I) YaE or，ajC acl 

(2) /和 天 .wz， 
则 称 /是 -wx 的 一 个 双边 理想 ， 简 称 为 理想 ，。 

如 果 .x 是 交换 代数 ， 则 可 用 条 件 ，VYaE w，2JC1 成 立 来 
代 趟 上述 定 义 中 条 件 (1). 

命题 5.1.5 ” 设 .w ,多 是 人 代数， 映射?»，.x 一 多 是 一 个 非 平 几 
则 态 上 映射 ( 即 o (9 天)， 那 么 的 核 (kerp 全 9-100)) 是 ww 的 
一 个 理想 ， 
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证 明 ovo-1(9)》 最 然 是 .的 子 代数 ， 由 9” 的 非 平凡 性 ， 条 件 
(2) 自然 满足 。 此 外 ， 对 于 每 一 个 4€ wy， 因为 
plax) =y(a) p(x) =0, VXEkery 
p(xa) =p(x)p(a) =0, VxXE kery, 
推 得 akerpCkerp， (kerp)aCkery., 
命题 5,1.6 设 .wx 是 有 么 元 代数 ， 是 .x 的 一 个 理想 ， 则 
(1) e¢J, 
(2) 车 ae .wv 有 北 苑 ， 旭 a 外 
证 明 (1》 如 果 eE€ 了， 由 双边 理想 定义 
a=ae€J], Ya€E.w, 
从 而 1= .or。 这 与 定义 5.1.4 的 条 件 (2) 节 盾 。 故 。# 了 
(2) 如 果 aE7， 则 
e=a-la€t J], 
这 与 (1) 矛 盾 ， 故 4& 了. 
注 2 事实 上 EN ， et J» ， 4 具有 首 元 的 2 I» 
这 三 个 命题 是 等 价 的 ， 
设 /是 .x 的 一 个 理想 ， 我 们 可 以 作出 商 空间 多 = .x /1。 多 
是 由 剩余 类 
[eal 人 {be .wlb-a€E))} 
所 组 成 的 。 因 为 了 是 理想 ， 所 以 由 41,42€ [a]J，b1,bs€E55] 推 出 
Qibi— asbs = (a1— Qo) br +as (bm bs) EJ, 
于 是 ai 与 ab 属于 同一 类 [ab]J。 因 此 .x 上 的 乘 法 可 以 诱导 出 
.多 上 的 乘法 ， 
Fa]FLO = Lab], 
另外 再 规定 至 上 线性 运算 ， 
ALaj + Lb] = [ha + kb], 
容易 证 明 . 多 构成 一 个 代数 ， 称 为 .关于 理想 /的 商 代数 . 
定义 自然 映射 p(4) = [aj， 则 " 是 .x 到 商 代 数 .x/J 上 的 一 个 
同 坊 映射 由 于 7 隆 w， 可 见 9 是 非 平凡 的 ， 而 且 /= kery， 


”定义 5.1.7 设 了 是 代数 .的 一 个 理想 ， 而 且 不 真 含 于 .的 
另 一 个 理想 之 中 ， 就 称 了 是 极 大 理想 。 

定理 5.1.8 设 .w 是 一 个 有 么 元 的 代数 ， 那 么 它 的 每 一 个 理 
想 1/ 必 合 于 某 个 极 大 理想 之 中 。 2 

证 明 令 多 是 由 .x 中 一 切 包 含 了 的 理想 组 成 的 集合 。 按 照 集 
和 的 包 全 关系 站 省 中 的 序 ， 即 对 于 中 元 下 全/ 兰 人 1 人 
则 ] 了 <J,。。 于 是 多 是 一 个 偏 序 集 ， 

为 了 证 明 存 在 包含 /的 极 大 理想 ， 只 须 证 明 儿 含有 一 个 极 大 
元 。 我 们 将 应 用 Zora 引 理 ， 为 此 只 要 验证 多 的 每 个 良 序 子 集 在 
上 有 界 。 

设 {J11XE A} 是 多 的 一 个 良 序 子 集 ， 凑 中 A 是 一 个 指标 集 。 

= 了 ，， 则 /6 是 这 个 良 序 集 的 一 个 上 界 ， 于 是 只 须 证 明 


neo, 或 者 说 只 4 要 证 明 /i 十 w 的 一 个 理想 就 够 了 ， 


(1) YaE .ww 
af ,CJ 一 > aJ,CJ, 
JaCcJ), 一 > JoaCch)s 
(2) YAEA 
e¢J, —> ck 


所 以 1 确 是 x 的 一 个 理想 ， 证 毕 

定理 5.1.9 设 .是 有 勾 元 的 交换 代数 ， 则 

(1) 为 了 ae .wx 在 它 的 某 一 个 理想 之 中 必须 且 仅 须 4-7! 不 存 
在 ; 
(2) x 的 理想 了 是 极 大 的 ， 当 且 仅 当 商 代数 .x7// 是 可 除 代 
数 。 ~ 

证 明 (1) 由 命题 5.1.6(2) 知 必 要 性 成 立 。 现 证 充分 性 ， 令 
71=ae， 由 于 oo 不 存在 ， 可 知 九 夭 如， 并 且 由 于 .可 交换 ， 
所 以 /还 是 一 个 理想 ， 显 然 “= ac& 1。 


4 


(2) 必要 性 ， 设 了 是 .的 极 大 理想 ， 但 是 /7 = 多 不 是 
可 除 代 数 。 于 是 有 [5bJE . 罗 ，[ 的 关 9 ( 即 bE 站 ，[b] 不 可 逆 , 令 
及 =[5] 多 ， 则 J。 是 .多 的 一 个 理想 ， 和 而且 [5]E J。。 作 商 代数 多/ 
Jb。 沽 虑 自然 贞 射 9 与 少 


>/ >B/o. 


9, 纱 均 为 非 平 几 同 态 上 映射。 根据 命题 5.1.5 ker(Y。9) 与 kery 都 是 
. 史 的 理想 。 若 aeEkerp， 由 9(o) =0 知 ypg() =0， 所 以 <aE 
ker (yy。0) ,从 而 ker( 风 。9) 一 kerp. 另 一 方面 y。9 (六 = (Lb])= 9， 
唱 LE ker(y。9)， 但 是 5 人 了 = kerp， 这 说 明 ker (Wy 。9) 关 kery，。 
这 与 了 是 极 大 理想 矛盾 。 因 此 .多 是 可 除 的 。 

充分 性 。 设 罗 =.e/ 是 可 除 商 代数 ， 但 是 了 不 是 极 大 理 
想 。 于 是 存在 .x 的 理想 用 汪 J， 以 及 非 零 元 4aE 八 J。 记 [aj 为 4 
在 多 中 对 应 的 璋 余 类 。[4Jj 有 北 元 [a]"!E .多 ， 即 存在 bE wx， 使 
得 ba=e(mod 站 )，e-baE，- 故 6e-baE 儿 ， 另 一 方面 Va€h， 
便 推 得 e€ J1， 这 是 不 可 能 的 。 所 得 矛盾 证 明 了 必 为 极 大 理想 。 

习 是 

5.1.1 设 9 是 复数 域 上 代数 .x 的 一 个 非 零 线性 泛 国 ， 满 足 
<p,4b> = <p,4>K9,b>。9 亦 叫 作 .的 上 的 复 同 态 。 试 证 

(1) 车 .x 有 稼 元 6。， 则 p(e) = 1 

(2〉 对 于 任意 中 可 逆 元 4 ，9 (4) 天 0。 

5.1.2 设 是 代数 .x 的 理想 ， 则 是 极 大 的 当 且 仅 当 .wx /1 
没有 非 零 理想 。 


$2 Banach 代数 


2.1 Banach 代数 的 定义 
定义 5.2.1 .x 称 为 一 个 Banach 代数 或 简称 为 B 代数， 如 果 
(1) x 是 复数 域 上 代数 ， 


(2) .上 有 范 数 i〗， 4，.x 在 此 范 数 下 是 一 个 Banach 空间 ， 
(3) labl<lallol, Va,bEe .x. 
注 2.1 Banach 代数 .x 中 的 乘法 关于 范 数 是 连续 的 ， 即 当 
anrn>a, bn—>b 时 
Nanbn 一 abl 
lanba — abnl + lab, — abl 
lballan ~- ol + allo, ~ 2l-—>0,。 
注 2.2 车. 有 么 元 6。， 则 lel 宇 1。 事 实 上 , 因为 6=。。。， 
由 定义 5.2.1 条 件 (3) 知 lel 志 lel*， 立 得 lel 宕 1， 
但 是 在 x 上 可 以 赋 于 另 一 个 范 数 


ide pf 


在 此 范 数 下 ，|e|=1、 因 为 
lal/helllalslal, YaEw， 
所 以 范 数 |a| 与 al 等 价 。 

例 5.2.2 设 多 是 一 个 Banach 空间 , 则 .sr = 工 (多 ) 是 一 个 不 
可 交换 的 ， 有 勾 元 =id( 恒 同 算 子 ) 的 Banach 代数 。 

例 5.2.3 设 订 是 一 个 紧 致 拓扑 空间 ，C CAM) 是 ME 的 连续 
函数 空间 。 在 C CM) 上 按 普通 的 函数 加 法 、 数 乘 以 及 乘法 规定 运 
算 ， 并 且 赋 以 极 大 值 范 数 ， 那 么 CCM) 是 一 个 交换 的 有 乏 元 的 
Banach 代数 。 

例 5.2.4 设 5 是 平面 上 单位 山 周 ， 函 数 集 


w= | scsD |ue = See's, Slonl<oo) 


(5.2 1) 
按 普 通 的 级 数 加 站 、 数 箭 以 及 乘法 规定 运算 。 令 
u=Bon0'", v= deinoEwr， 
注意 到 
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uv 三 D3 ( 3 orduk)e'"? 


= ke 


以 及 
BD) | 3) onl< Denl* D1dsl, (5.2.2) 


WF) Fo 


可 知 .x 关 于 乘法 运算 是 封 闲 的 ， 从 而 构成 一 个 代数 。 再 定义 范 数 
为 


hull = 六 lenl, (5.2.3) 


于 是 .所 成 为 一 个 交换 的 有 勾 元 的 Banach 代数 。 

事实 上 ， 作 为 赋 范 线性 空间 .x 同 构 于 ,从 而 是 完备 的 。 并 
且 由 不 等 式 (5.2.2) 得 到 乘法 与 范 数 的 关系 1azl 和 12 则 由 。 

例 5.2.5 设 A6(D)={u:D->Clu 在 D 内 解析， 在 D 上 连 
续 }， 其 中 四 是 复 平面 上 的 单位 开 圆 盘 。 在 4u(CD) 上 按 普通 的 国 
数 加 法 、 数 乘 和 乘法 规定 运算 ， 并 且 定 勾 范 数 


lu = max Iu(z)), 
,和 | sl 


则 A6CD) 是 一 个 有 么 元 的 交换 Banach 代数 。 
例 5.2.6 在 LI(R") 上 将 卷 积 


f* g(x) = | fC) 9X Ddy 


作为 乘法 ， 于 是 LIC(R") 是 一 个 可 交换 的 无 乏 元 的 Banach 代数 。 

2.2 Banach 代数 前 极 大 理想 与 Gelfand 表示 

首先 我 们 考察 一 个 特殊 情形 ， 如 果 Banach 代数 .x 还 是 可 除 
的 ， 那 么 .x 将 具有 什么 特性 ? 下 列 Gelfand-Mazur 定理 给 出 了 一 
个 令 人 惊异 的 答案 ， 

定理 5.2.7(Gelfand-Mazur) ” 设 Y 是 一 个 可 除 的 8 代数 , 则 
.x 等 距 同 构 于 复数 域 C. 

证 明 因为 2 会 (zelzE C}C.wx， 其 中 6。 是 .xY 中 的 么 元 ， 
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所 以 只 要 证 明 多 = 人， 即 对 于 任意 的 ae wr， 只 要 证 明 存 在 
zE C 使 得 4 = ze 就 够 了 .假若 不 然 ， 于 是 3aE .w ,使 得 对 于 每 
一 个 *E C，ze 一 4 夭 0。 因 为 是 可 除 代 数 ， 故 存在 (ze - @- 


7(2) = (xe ~ a)-!, | 《5.2.4) 
| 
(1) 了 上 是 加 解析 的 ， 即 对 于 V Je .x*， 函 数 
F(z) = <f,7(2)> 《5,2.57 
在 C 上 解析 。 


事实 上 ，Y20,2€E CC， 
《26 ~ a) 1— (206 —a)-1 
= (20 ~ 2) (26 — a) 1208 — a) 1, 《5.2.67 
记 b= (zoe- a) 
(26— a)" 1!=[(2— 20e+ (zx06 — a}! 
=b[Le+ (2z~ 2z0)b 1。 
当 |z zol 过 1/12b1 时 ， 


Cze~ 0- <Iol lz- zo0)" lh" 


ll 
I=1z- 二 


因此 +(z) 在 |z-- zol 二 1/14bl 时 是 有 界 的 。 由 关系 式 (5.2.6) 知道 
rz) 在 癌 BCzo,151-!) 上 连续 ， 从 而 对 于 V7E xx ,FCz) 在 z6 可 
微 ， 并 且 


d 
二 Fa| = -<f,(z00 ~ a) >。 (5.2.7) 
0 


由 z。 的 任意 性 ， 即 知己 是 全 平面 解析 的 。 
《2) jr(z)1 是 有 界 的 。 
事实 上 ， 当 |z| 一 + co 时 ， 


jiraz)l = 1zt-tliCe— 2 a 
委 |z|- 人 | zf ?al 一 0。 
8 一 人 


因此 ， 当 1z1~> + co 时 ， 
IFCz) 1 委 1 rc |->0. 
应 用 Liouville 定理 ，f (2) 志 0， 再 由 Hahn-Banach 定理 ， 
r(2)=0, V2EC., 
这 便 导 出 了 了 矛盾 。 定 理 得 证 ， 
有 了 这 个 强 有 力 的 结论 ， 便 启发 我 们 去 探求 Banach 代数 的 
构造 。 
定理 5.1.9 告 诉 我 们 有 么 元 的 交换 代数 .x 商 以 它 的 任意 一 个 
极 大 理想 /后 成 为 可 除 代 数 .多 = .wz/J。 我 们 自然 希望 ， 当 .wv 是 
Banach 代数 时 ，. 多 成 为 可 除 Banach 代数 ， 从 而 可 以 直接 应 用 上 
途 Gelfand-Mazur 定理 。 为 此 需要 
3 引 理 5.2.8 设 .x 是 一 个 有 么 元 的 Banach 代数 ， 则 它 的 任意 
一 个 极 大 理想 了 必 是 闲 的 . 
证 明 ”考察 的 闭 包 ， 兹 证 人 = 了 。 显 然 7 二 1/。 只 要 证 明了 
是 .x 的 一 个 理想 就 够 了 。 然 而 ，J 了 是 子 代数 ，4JCJI，.JTaCcy， 
VaE .都 是 显然 的 ， 故 只 要 证 明 J 是 .x 的 真子 集 。 我 们 断定 
e 外 ， 这 是 因为 当 上 a 二 1 时 ， 


(e-a- = 2) anE or， 


从 而 球 Be ,1D 站 71= 必 ， 于 是 推 得 *& J。 证 毕 。 
由 引 理 5.2.8， 当 了 是 尝 的 极 大 理想 时 ， 多 = w/ 是 一 个 
Banach 空间 。 带 有 商 模 
HLe0 会 inf xl, (5.2.8) 
因为 
QLabjL<inf{lxyllixe Lal,yeLby, 


< inf jz1 。 in 要 
=0CaJj00C2I0, 


因此 .2Z 按 商 模 (5,2.8) 式 构成 一 个 可 除 Banach 代数 ， 再 应 用 
Gelfand-Mazur 定理 ， 就 有 

定理 5.2.9 设 .wv 是 一 个 有 乏 元 的 交换 Banach 代数 ，/ 是 它 
的 一 个 极 大 理想 ， 则 .多 = .ex/7 等 距 同 构 于 复数 域 C， 记 作 

/EC, 

对 于 任意 给 定 的 极 大 理想 J]， 将 .wx 到 商 空间 .wx// 上 的 自然 
映射 与 商 空间 /7 到 C 上 的 等 距 同 构 复合 起 来 。 我 们 得 到 .x 测 
C 上 的 一 个 连续 同 态 : 


pi -> 人 C。 
它 满足 
prCAhat+ nb) = A9, Ca) + p71 Cb)s 
psab) = 9 Ca) 9 16) 《5.2.9) 
9J(Ke) = 1， 
Va'pE.w，V4HEC。 此 外 还 满足 
[gy C0) 1 =ULajJ0 和 ll (5.2.10) 


设 . 巡 为 有 么 元 的 交换 Banach 代数 ， 记 味 为 它 的 一 著 极 大 理 
想 组 成 的 集合 。 于 是 对 于 任意 固定 的 元 4€ .xY，94《0) 可 以 看 成 
为 忱 上 的 复 值 函 数 。 鉴 于 此 观点 ， 不 妨 记 ?C4) = 4(7) 。 这 样 给 
出 了 8 代数 .x 到 纲 上 复 值 函 数 代 数 间 的 一 个 映射 ama(。) 
显然 二 是 一 个 同 态 映射 。 我 们 将 这 个 同 态 了 称 为 有 勾 元 可 交换 
BB 代数 的 Gelfand 表示 。 

以 下 ， 我 们 将 在 跑 上 赋予 一 种 拓扑 ， 使 得 

Q) Mm 成 为 一 个 了 紧 拓 扑 空 间 ; 

《2)》 对 于 每 一 个 aE .，Gelfand 表示 了 (a) =6(。) 成 为 Mr 
上 的 连续 函数 ， 

这 样 做 的 目的 ， 可 以 使 我 们 能 考察 Gelfand 下 示人 的 分 析 性 
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质 . Bd 
为 此 首先 证 骨 下 列 引 理 ， 它 是 定理 5.2.9 的 逆 命 题 。 
引 理 5.2,10 设 .x 是 -个 有 乏 元 的 可 交换 Banach 代数 ,9 是 
一 人 的 一 个 连续 同 态 , 非 退化 , 则 
《1) 56(e) = 1 
(2) /1 = keryg 是 .x 的 一 个 极 大 理想 ， 
证 明 VaE€E wv，y(a) =9(ae) =p(a)9(e)， 故 得 (1)。 
次 证 (2)， 显 然 / = kery 是 .x 的 一 个 理想 ， 而 且 是 闲 的 。 于 
是 可 以 作 商 代数 x/ 。 根据 定理 5.1.9， 只 要 证 明 .wx// 是 可 除 
代数 。 定 义 映 射 多 ，.x// 一 C 如 下 : 
Gal) =ofa)。 
多 是 同 态 映射 ，kerg = [6J， 故 是 一 一 的 。 
V[a]Je ww/), 
GG a)LeD) = aD Sed) = 和 免 (Ca])， 
得 到 
[oj= 久 (Laj)[e]。 
可 知 ， 当 [4j 才 9 时， 多 ([4j) 冯 0， 而 且 [4aj 可 逆 ， 它 的 逆 元 是 
[aj-'= (al) [ej], 
因而 sz/7 是 可 除 代数 。 引 理 获 证 ， 
我 们 用 
AS{vE wv * Icp,ab> = Cp,a>cp,b> ,cp,0> =1} 
(5.2.11) 
表示 .x 一 C 上 的 全 体 连 续 同 态 、 根 据 定理 5,2.9, 我 们 实际 上 已 
经 建立 了 极 大 理想 集合 路 到 .sr* 中 同 态 子 集 4 上 的 一 个 对 应 +: 
Jr9 jy。 很 据 引 理 5.2.10， 映 射 + 是 满 的 ， 因 为 kergr = 了 ， 上 映射 
i 是 一 一 的 ， 从 而 我 们 得 到 了 WM 与 4 之 间 的 一 个 一 一 对 应 。 
一 般 地 ， 假 设 多 是 一 个 Banach 空间 ， 在 它 的 共 轿 空间 2 
上 可 以 有 各 种 不 同 的 拓扑 结构 ， 强 拓扑 (由 模 给 出 的 拓扑 )、 弱 拓 
扑 与 类 弱 拓扑 。 
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所 谓 * 能 拓扑， 项 % 点 的 邻 域 基 是 ， 
U (8, Xe , Xn) 
会 fpE 2*| | ,ri | <e, 1<iSn}, (5.2.12) 
其 中 E>0, Xi,* ,we € NE Z 是 任意 的 。 
2* 按 此 * 弱 拓扑 构成 拓扑 线性 空间 。 这 空 间 是 Hausdorff 
的 。 事 实 上 ， 若 9,yE 2*，9 关 yg， 则 必 有 XoE 名， 使 得 <9,X0o> 


大 《yxo>， 取 8 满足 0<e< <p ,x0> 《yx0>| ， 则 


p+UCe,xo)) MN V+UCE,X)) = YY,。 
此 外 ， 还 有 下 列 
定理 5.2.11CAlaoglu》 设 S 是 Banach 空间 2 的 共 罗 空间 
2* 上 的 闭 单 位 球 ， 则 5S 是 * 翌 紧 的 。 


证 明 我们 把 S 幅 入 进 秉 积 空间 Y= 了 8C0, x 上 D， 共 中 


B(0,jzxlDSCC， 是 以 原点 为 圆心 ， 半 径 为 | 的 圆 . 代 和 映射 定 
义 如 下 
r: vpES-——>T1,*x>eY., (5.2.13) 

T 是 一 一 的 ， 这 是 因为 《9 ,xz> = 0， VXE 2=->9=0, 

S 上 的 枯 弱 拓扑 ， 正 是 上 上 的 乘积 拓扑 在 下 的 原 象 ， 从 而 
z 是 双方 连续 的 。 

由 Tychnoff 定理 ，Y 是 紧 空间 。 为 证 S 是 *# 弱 紧 的 ， 只 须 
证 S 是 * 弱 闭 的 。 即 车 poE 8**"， 要 证 gE 2*， 而 且 lpol 志 1， 
其 中 5** 表示 S 在 弱 拓扑 下 的 闲 包 。 事实 上 ，YVx,y€ 多 ， 


如 


ye>0, 3v€ESN (vo+U (Fx,y,x+y)). 这 意味 着 
l<gpo,x ty>— <po,X> — <po,y>| 
Lp— po,x+9| + ip — 0,x>| + 1<p ~ 0,9>| 
<e, 
因为 se>0 是 任意 的 ， 所 以 
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<po,x +y>=<90,x> +<X9 和 >.。 


钴 为 x,yE 2 是 任意 的 ， 所 以 wm 是 可 加 的 。 -。 
同 理 可 证 96 是 齐 次 的 。 此 外 ，VYe>0，VxE 宅 ， 由 
<posx>| |<9,x>| +e 
< lxl +s 
推 得 1<go,x>1 委 必 1， 于 是 得 ESs。 定 理 获 证 。 . 
. 回 到 8 代数 .和 的 共 斩 空 间 .s* 内 的 连续 同 态 子 集 4 .显然 
4CS， 其 中 S 是 .wx* 的 单位 闭 球 。 按照 定理 5. 2.11 中 的 证 明 方 
法 ， 同 理 可 证 4 是 水 弱 闭 的 。 (只 需 再 验证 : 当 weE4r7” 时 ， 
《<9osXy> =<po,X><9o,y>)。 从 而 有 
推论 5.2.]2 依 .xyY* 上 的 * 弱 拓扑 ，4 是 一 个 Ts 紧 拓 扑 空 
间 ， 
本 来 ， 嘱 只 是 一 个 与 4 一 一 对 应 的 集合 ,我 们 现在 用 4 上 的 . 
拓扑 来 定义 哪 上 的 拓扑 ， 对 于 任意 J0E 观 ， 它 的 邻 域 基 是 
Nalose, 4) = {TEMIIaD - 800)|<e,a€ A}, 
(5.2.142 
其 中 :0，4 是 .x 中 任意 有 限 集 。 因 为 4(]) =gyr(a)， 
NG 2,A4)= {EM 一 9v 0) |<e, a€ A} 
= DT 5,4), 
其 中 Up ; £8,4) 是 Py 的 ¥ 器 拓 盾 令 域 基 、 
按照 (5. 2.14) 式 给 出 的 邻 域 基 ， 使 得 纲 成 为 一 个 T, 紧 拓扑 
空间 , 这 个 拓扑 称 为 Celfand 拓扑 ， 记 作 tm。 于 是 叶 上 的 全 体 取 
值 于 复数 域 的 连续 函数 CCWi) 构 成 一 个 Banach 代数 。 
现在 再 看 .x 的 Gelifand 表示 Ta = &(。) .我 们 要 证 : Y 4€ x， 
Jra6 (站 ) 是 咒 上 的 连续 函数 。 事实 上 ,VY JoE 叫 ，Ys>0, 当 9vE 
Py。 + U(E,4) 时 ， 我 们 有 
16(1) -401 = 1<gvya> -<gyy>1< 一 se 
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这 样 ， 我 们 已 经 亩 明了 ， 
定理 5.2.13 设 .x 是 一 个 交换 的 ， 有 这 元 的 Banach a 
则 Gelfand 表示 个 是 到 C( 纲 ) 内 的 一 个 连续 同 态 ， 
ITalew, Jel, 3 15) 
Gelfand 表示 可 以 用 来 刻 划一 个 元 素 eaE .x 的 谱 集 ， 
定义 5.2.14 设 .x 是 一 个 有 乏 元 的 Banach 代数 ， 令 G (wy) 
表示 .x 中 可 逆 元 组 成 的 集合 ，YaE wx， 令 
ol(a)={A€E Clihe -a¢ Gy))}; 《5.2.16) 
oa) 一 0C(Co) 在 C 中 的 余 集 。 (5.2.17) 
0 (4a)，p(Q) 分 别 电 作 a 的 谱 集 和 予 解 集 。 
容易 证 明 予 解 集 p(a) 是 开 集 ， 而 谱 集 是 复 平 面 上 上 的 非 空 有 界 
闭 集 ， 从 而 "Ca) 是 紧 集 。 
定理 5.2.15 设 .x 是 一 个 有 稼 元 的 交换 Banach 代数 ， 则 对 
于 每 一 个 元 素 4€ x ， 
和 Ga) = {86D /Ee Mm)., (5.2.18) 
从 而 有 
IlTaleem = supfl4114cc(a)}。 (5.2.19) 
证 明 事实 上 
AEo(l4d) <> Ne-a¢ Gly) 
< > I/eEmMm, ie-a€E]J 
<> IJeEM, 14=4()). 
我 们 还 要 进一步 探讨 ， 对 于 交换 Banach 代数 .x， 
(1) 何 时 全 是 一 个 同 构 上 映射 ? 
(2》 何 时 人 是 一 个 符 距 同 构 映射 ? 
(3》 何 时 三 是 一 个 等 距 在 上 辣 构 映射? 
先 看 同 构 问 题 。 因 为 
Ta=0 < > 0(1)=0， vi€EM 
<> aE NN N/E WM}, 
在 代数 学 里 ， 人 们 把 
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R=N{JiJem} | | 《5.2.20) : 


称 为 代数 .x 的 根 ， 并 把 R={9} 的 代数 称 为 半 章 的 。 因 此 由 代数 
上 的 描写 ， 我 们 得 到 如 下 的 结论 : 

为 了 Gelfand 表示 了 是 一 个 同 构 映射 必须 且 仅 须 .wv 是 半 单 
的 . 

再 从 拓扑 上 看 ， 有 下 列 引 理 

引 理 5.2.16 设 .x 是 有 乏 元 的 交换 Banach 代数 ， 则 对 于 每 
一 个 aE sr， 有 


1ralees =lim al (5.2.21) 
证 明 1 因为 是 .wv>C(M) 的 同 态 映射 ， 所 以 ra"= 
(1a)"， 从 而 
Tal® en = |Tarlewla"l, 
邯 得 
、 -1. 
IlTal cen Him le? = 。 
2” 另 一 方面 ，Ys>0， 要 证 明 
Tmlarl™ <lTaleem +e, 
因为 当 |4| 汪 1Tal 时 ，(4e -a)-! 存 在 而 且 关于 入 连续， 取 回 周 
C,={h€ Cll =1Talew +e}. 


M,= Max | (he—a)-!l, 
AcCv 


则 M .<co。 又 (4e- 0 在 区 域 141>17al 内 是 弱 解 析 的 ， 即 
V9E .w”， 国 数 Mr <9: (046 一 4) > 在 上 述 区 域内 是 解析 的 。 根 
据 习 题 5.2.2， 当 141|>1al 时 有 震级 数 展 式 


(he -~ ay-1= > A-arnan, 


n=0 


因此 ， 当 |4| > 之 lal 时 ， 关 于 4 有 Laurent 展 式 
15 


< ， (4e 一 G)-!> = 二 Dp 94h", 
R= 
由 Laurent 展 式 的 唯一 性 ， 得 到 


< Q2> 二 ar $ <p, Che ~ a) -1>And4, 
‘ 


于 是 ， V9E .ozx*k， 
1<p,a">l< lolM, Ce + 1TaD®™’, 


即 得 

larl<M, Ce +lTal"™’, 
所 以 有 

jim harl* <e + lral. 
引 理 获 证 ， 


尖 紫 ， 从 据 卸 上 描写 ， 我 们 又 得 到 ， 
为 了 TT 是 一 个 同 构 映射 必须 且 仪 须 下 列 命 题 成 立 ， 
lim jarj =0 = 一 > 4a=0, 
总 结 起 来 ， 我 们 有 
定理 5.2.17 为 了 有 乏 元 可 交换 Banach 代数 .wv 是 半 单 的 必 
须 且 仅 须 下 述 命题 成 立 
lim lanl 盖 =0 -> a=0。 (5.2.22) 
这 潮 .x 的 Gelfan6 表示 了 是 .or 到 C(97) 内 的 一 个 同 构 映 射 。 
上 述 定 理 回答 了 第 (1) 个 问题 。 再 看 第 (2) 个 问题 。 何 时 工 
是 等 距 同 构 ? 
定理 5.2.18 为 了 有 乏 元 可 交换 Banach 代数 .的 Gelfand 改 
示人 是 一 个 等 距 同 构 映 射 必须 且 仅 须 
Fe?ll = jaf? (5.2.28) 
对 于 每 一 个 aE .x 成 立 。 
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证 明 ”必要 性 。 设 工 是 等 距 同 构 ， 于 是 YaE sr， 
lal = 7a = Ce)’ 
= Ta:= lal:。 
充分 性 。 ”由 引 理 5.2.16 | 
ITal = lim la 上 = limjar* | 
= lim la 一 = al. 
在 第 二 等 号 中 ， 我 们 选取 了 7 的 一 个 子 列 nk = 24。 
关于 第 (3) 个 问题 ， 我 们 将 在 $4C* 代 数 中 加 以 讨论 ， 
习 是 
5.2.1 设 .wv 是 有 么 元 昌 代 数 ，G(.w) 是 中 可 逆 元 集合 ， 
求证 GC) 是 开 集 ， 而 且 4a-' 是 连续 映射， 


5.2.2 wrY 是 有 稼 元 B 代数 。 若 4€ wr ，jal 和 1， 则 e- 4E 
人 CC) 而 且 有 震级 数 展 式 


(ee 一 G) -1 三 Sar, 
和 二 从 


5.2.3 设 必 是 有 乏 元 B 代数 ，4E 9(G(.xY))， 求 证 

《1) 若 4a,: EGCw)，as->a， 则 | 
lim ja = 03 

《2) 存在 b,€ x， 上 ,| = 1， 使 得 


lim ab, =limb,a=0, 


B00 


v-{( “)lenec) 


按照 拭 隆 加 法 、 数 来 和 冬 法 构成 代数 。 求 证 .x 按照 范 数 
上 ier 


多 .2.4 令 
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均 成 Banach 代数 . 

5.2.5 设 .是 有 色光 了 8 代 数 ， 9 是 .oz 到 C 的 同 态 映射 则 
vec .oy , 有 1%Ca)| 专 llall, 

5.2.6 设 .wv 是 有 么 元 交换 8 代数 ， 求 证 4€ .wx 是 可 道 的 当 
且 仅 当 对 于 每 一 个 从 -到 C 的 连续 非 零 周 态 *， 有 ?%(a) 基 0。 

5.2.7 设 wv 是 有 乏 元 了 代数 ，Y4E .wx 证明 

(1) 0 (4) 是 紧 集 ; 

(2) c(4) 不 空 《 提 示 ， 用 Liouville 定 理 以 及 当 4 一 cc 时 ， 
(Xe ~ a) ->0) 。 

5.2.8 设 .wv 是 有 么 元 了 代数 ，a,5E . 巡 ， 求 证 ， 

C1) 车 e-ab 可 逆 ， 则 。- ba 也 可 省; 

(2) 若 14EC,0 关 4Eo(lab)， 则 4AE oCba)s 

《3) 若 & 可 闻 ， 则 0 (ab) = Ca) 。 

5.2.9 设 w， 多 是 两 个 可 交换 有 稼 元 8B 代数 ,多 是 半 单 的 ， 
若是 .oz 到 .多 的 一 个 同 态 ， 求 证 9 是 连续 的 (提示 用 财 图 定 . 
理 ) 。 

5.2.10 设 .x 是 有 么 元 8 代数 ， 令 

rla)Asup{|4| |4E oa)}, 
它 称 为 4 的 谱 半 径 。 求 证 Va,b& ww， 
(1) ra) = limlla" | 


(2) r(ab) =r(ba); 
(3) 若 a=pa, 则 | 
rlat+b)<ra) +rb), rab) ra)rdD), 


5.2.11 设 巡 ={fcCL0,1j， 赋 以 模 
fe: = FE + HA, 
验证 .x 是 一 个 半 单 可 交换 Banach 代数 。 


5.2.12 设 v 是 交换 Banach 代数 ， 令 =inf ls, 
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s=inf 上 人 |- 


， 求 证 9<r<s。 
eve fal 


83 例 与 应 用 


例 1 连续 函数 代数 CCM)， 
设 上 是 一 个 Ts 紧 拓 站 空间 ，.wY = CCM), 其 中 范 数 


f= max|f Cx)|, 
EM 


:我们 来 考察 CCM) 的 极 大 理想 空间 跑 。 

定理 5.3.1 希 尘 M( 同 胚 》 

证 明 《1) 首先 建立 中 与 六 的 一 一 对 应 。 

VXoE MM, 令 

js, = {fECCM) I x = 0}, 

记 px) =fCx0)， 则 9z, 是 CCM) 上 一 个 复 同 态 , 而 且 kerpz。= 
/= ， 故 /zr,€E 了 W。 又 因为 M 是 Ts 紧 拓 扑 空间 ， 从 而 xor*1z, 是 一 
一 的 (CUrysohn 引 理 ) 。 

反之 ， 若 /1E 叫 ， 要 证 明 必 存在 xzoE M 使 得 /= /=。， 如 若 不 
然 ， 则 对 于 VxEM.3jE/1， 但 是 疡 区 J/-， 所 以 fz (xX) 去 0， 从 
而 有 * 的 邻 域 U, 使 得 f(y) 关 0 在 yE U0 上 成立 。 邻 域 族 {Uz| 
xE Al 将 M 覆 盖 住 ， 由 闻 的 紧 致 性 ， 可 选 出 有 穷 个 邻 域 将 M 团 
盖 ， 记 M= LU。 ， 令 


js=1 
fC) = Pfs (ja Cx), 


- 则 fCX) 天 0，YxEM， 人 队 而 g(x) 会 (f(x))-iECCM) 为 之 道 
元 , 但 是 fe 1/， 这 与 了 是 极 大 理想 矛盾 。 于 是 ， 我 们 得 到 9% 与 
M 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 ， 

(2) 为 证 9% 与 M 同 是 ， 我 们 还 要 下 列 

引 理 5.5.2 设 了 是 一 个 集合 ,在 Y 上 给 定 两 个 拓扑 r; 与 ra。 
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如 果 Y 按 zi 是 Ts 的 ， 而 按 7 是 紧 的 ， 又 拓扑 直 比 拓扑 7 联 
《 记 作 世 CT2))， 则 二 与 12 等 价 。 

证 明 ”只 需 证 明 每 个 7 闭 集 必 是 7 闲 集 就 够 了 。 设 CCY 是 
za 闭 集 ， 从 而 C 是 r。 紧 集 。C 按 二 的 任意 覆盖 都 是 一 种 7, 窗 盖 
因而 有 有 穷 履 盖 ， 这 表明 C 是 紧 集 。 又 因为 Y 按 二 是 T， 空间 ， 
因此 C 还 是 r: 闲 集 ， 

我 们 注意 到 MM 上 的 Gelfand 拓扑 rw 是 使 得 64(*) 成 为 连续 国 
数 的 最 弱 拓扑 ， 从 而 rmCM 上 的 拓扑 rw。 应 用 这 个 引 理 即 得 
rm=rxw。 因 此 鹃 关 M。 定 理 证 毕 ， 

例 2 绝对 收 化 的 Fourier 级 数 与 Wiener 定理 。 

在 上 一 节 中 我 们 考察 过 下 列 函 数 代数 


A ={fECCSY) re:o = 了 ein0, Florl< eo}, 
(5.3.1) 
其 中 5! 是 平面 Ra 上 单位 圆周 ， 它 按 模 


1 = 3 | (5.3.2) 


其 一 一 co 


构成 一 个 有 乏 元 的 交换 Banach 代数 。 

我 们 要 问 .wx 的 极 大 理想 空间 MM 是 什么 ? 

定理 5.3.5 NM 尘 391 ( 同 胚 》，。 

证 明 (1) 首先 建立 Y 与 5S1 之 间 的 一 一 对 应 。 

对 于 给 定 的 eeES:， 考 察 同 态 

P00: ff eeo) ， 
则 1 会 ker gs。 是 一 个 极 大 理想 .显然 e190 ,是 一 一 的 。 反 
之 ， 对 于 VJE 叫 ，w 是 wv 上 的 连续 复 同 坊 。 我 们 要 证 ， 必 有 
eivo€ES!, 使 得 9v = 9 6,， 即 
pr,f>=f(ei0), VIE 
城 立 。 事实 上 ，Ve'*€S， 
20 


《9y ,ein0> 二 《8J 650>7。 
车 | Kov,ei2>|[ 尖 1( 信 1 或 <<1)， 则 必 有 
1<K9 ve:2724>|->co 〈 当 ?一 + co 或 - co)。 
但 是 
[<9r,e'" >|<le' "(=1, 
这 疗 盾 说 明 ，3e'%o。€ S'!, 使 得 
C1,e'9 > =e00, 
再 由 9; 的 连续 性 导出 
<gy ,万 =jeiio)，VJE 
这 样 我 们 得 到 了 3 与 3 之 间 的 一 一 对 应 ， 
(2) 注意 到 .xYCCCD)。 从 而 TwCrtsi， 其 中 人 是 MW 上 * 
器 拓扑 ，rts1 是 圆周 S1 上 固有 拓扑 ， 应 用 引 理 5.3.2。zrm=rsil。 
所 以 二 S1， 
作为 这 个 定理 的 应 用 ， 我 们 有 
定理 5.5.4(Wiener) 设 /je .wx 满足 f(e'?) 子 0,，Ye'’*€S9'， 
则 1/feE x， 有 即 1/f 的 Fourier 级 数 也 是 绝对 收敛 的 。 
例 3 解析 阔 数 代数 ， 
在 8 2 中 我 们 考察 过 下 列 解析 函数 代数 ， 
Ao(D) = {f:D>C|f 在 了 D 内 解析 ,f 在 D 上 连续 }， 


(5.3.3) 
其 中 DD 是 C 上 的 开 单位 圆 盘 。 它 按 范 数 
上 = max |f (2) | (5.3.4) 
构成 一 个 有 过 元 的 交换 8 代数 。 
定理 5.3.5 ”了 员 尘 D ( 同 胚 ) ， 其 中 只 是 4u(D) 的 极 大 理 想 
集合 ， 


证 明 (1) 首先 建立 路 与 卫 的 一 一 对 应 ， 
VY xuoE 卫 ， 考 察 连 续 同 态 Pwo ffCw0)， 以 及 对 应 的 极 大 
理想 J wo = ker 9apoy 这 个 对 D wo wo 是 一 一 的 。 
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反之 ，VY 7E 牟 , 令 鸯 =<gr2>， 由 于 |<ovo22>| 入 1zji =1， 
可 见 wv 口 ， 再 按 yy。 的 连续 性 可 得 ， 对 一 切 多 项 式 忆 ,有 “yw， 
P>=POwo)， 以 及 对 于 一 切 fE A464D)， 有 《p16,f>=f (wo)。 因 
此 我 们 得 到 了 哎 与 信之 间 一 一 在 上 对 应 。 

(2》 与 定理 5.3.1 的 证 明 一 样 ， 由 引 理 5.3.2 推 得 rm = 73。 
从 而 叉 与 D 同 胚 。 

作为 推论 和 应 用 ， 我 们 有 

定理 5.3.6 设 放 .…, 思 EA4(0D)， 若 广 , ,ja 没有 公共 的 
零点 ， 则 必 存 在 9 … ,gn 4o(D) 使 得 

qfite + ynfn=1。 

证 明 ”和 如若 不 然 ， 作 由 方 ,万 生成 的 理想 人 = fj + 十 
hnfrn lh ,hE 4oCD)}， 由 于 么 元 1 从/ / 必 含 于 某 个 极 大 理 
想 /4 内， 由 定理 5.3.5， 守 人 品 ， 可 见 /6 对 应 于 DD 上 某 点 wu, 使 
得 

f= kerg,,,, 
其 中 pw。 fm (wo)。 这 表明 
Pio) =0, fel ,hn 


wo 是 1, ,fr 的 公共 零点 ， 与 假设 了 矛盾， 所 以 IE 刀 定理 获 
证 。 

注 当 用 歼 "(D) 代替 A60《(D) 了 时， 定理 5.3.5 成 为 著名 的 日 
网 问题 〈corona) 。 所 谓 HCD) 是 指 开 单位 圆 盘 上 一 切 有 界 
解析 因数 全 体 组 成 的 印 数 集 ， 不 难 验证 ， 按 图 数 乘法 ， 它 仍 构成 
一 个 Banach 代数 ， 其 中 范 数 是 

| 有。 = sup /C2)1, 

日 鬼 问 题 是 指 ， 了 = 嘱 是 否 成 立 ? 这 里 闲 包 当然 是 指 在 缴 
中 的 <* 弱 拓 扑 下 的 闭 包 、 

这 个 问题 有 一 个 等 价 提 法 ， 

对 于 给 定 的 用 ,… ,jnE 了 (DD) 满 足 ， 
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lf 委 1， 7 = 了 ,7 
sup} fi(z)1 涯 6>0, vzED, 


可 ， 是 否 存 在 91,… ,9n€H”(DD) 使 得 
Dfi(z)91(2)=1, 
j=1 


这 个 问题 是 由 S.Kakutani 于 1941 年 提出 。 并 由 L Carleson 于 
1962 年 首先 肯定 地 解决 的 。 近年 来 出 现 简 化 还 明 , 如 工 ,Wolff 
(1979) 及 各 种 推广 。 读 者 可 参考 1.B.Garnett 所 著 Bounded An- 


alytic functions 1981，Academic Press。 
习题 
5.3.1 设 乙 是 整数 集 ， 令 
w={f:2> CH = Joplaw<o|， 


一 一 co 


按 普通 的 函数 加 法 和 数 乘 规 定 线 性 运算 ， 在 .x 中 引入 乘法 如 下 


f*g(m= 2 fn-k) gk), 


求证 ， 

(1》.x 是 可 交换 8B 代数 3 

2) 令 K= 人 {zeEC| 二 <1z1<2], 则 XK 与 两 一 一 对 应 ,而 且 
的 Gelfand 表示 是 天 上 的 绝对 收敛 的 Laurent 级 数 。 

5.3.2 令 .s 为 习题 5.2.11 中 的 半 单 可 交换 总 代数 ， 试 找 出 
它 的 极 大 理想 空间 路 。 又 任 取 xE[0,I， 令 

1={fEw If = 大 (xz)=0)}， 

求证 /是 .将 的 一 个 闭 理 想 ，.wz/7 是 一 个 二 维 代数 ， 而 且 这 个 代 
数 有 一 维 根 。 

5.3.3 设 M 是 TT 紧 拓扑 空间 ,证 明太 的 全 体 闲 子 集 与 CCM) 
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的 全 体 闭 理想 之 间 有 一 一 对 应 关系 。 
5.3,4 令 w={fEC 0,1I])， 赋 以 范 数 


= SA | 
Wl wp, 2 a 


求证 在 普通 的 函数 加 法 、 乘法 和 数 乘 运算 下 .是 一 个 卫 代 数 。 它 
的 极 大 理想 姻 何 刻 划 ? 
5.3.5 在 Banach 空间 只 上 规定 乘法 如 下 


(X1 ,Ma ,Xes (82 Yas") 


= (XV, Xa, XY oo) 。 


证 明 此 时 4 是 一 个 无 乏 元 的 交换 Banach 代数 而 且 1x 刀 入 [xlgl 
并 且 证 明 

(1) 极 大 理想 集 听 与 乙 是 一 一 对 应 的 

(2) Geifand 拓扑 是 离散 拓也 ; 

(3) 4 的 全体 闲 理想 与 乙 的 子 集 组 成 的 集合 一 一 对 应 。 

5.3.6 设 .是 交换 Banach 代数 且 是 半 单 的 。 证 明 .x 的 Gel- 
fand 变换 的 值 域 .x 是 C(9N) 的 闲 集 充分 必要 条 件 是 存在 常数 
K<oo, 使 得 YaE.x 不等式 jalp<Klal (提示 ; 运用 习题 
5.2.12 的 结论 ) 。 


$4 C* 代 数 


定义 5.4.1 设 .v 是 一 个 代 教 ， 了 映射 有 *，y 一 wy 称 为 一 个 对 
合 ， 是 指 Ya,bEw， YAEC 


- 


(1) (@ +o)* za* +b*, (5.4.1) 
(2) (ha)* = Aat*, . 《5.4.2) 
(38) (ab)* = b*a*, : (5.4.3) 


(4) Ga)*=a, (5.4.4) 
因此 对 合 是 .x 上 一 个 周期 为 2 的 共 斩 线性 反 自 同 构 。 
” 例 5.4.2 设 .wx =CCM) ,其 中 必 是 一 个 安 紧 拓扑 空间 ， 定 义 
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:pgm ， 即 C(M) 上 的 夫 统 运算 ， 则 # 是 . 巡 上 一 个 对 合 ， 
例 5.4.5 设 -w =Z( 儿 )， 其 中 多 是 一 个 Hilbert 空间 ， 定 义 
# :AmA*， 则 六 是 上 一 个 对 合 。 
定义 5.4.4 设 .x 是 一 个 带 有 对 合 映射 的 代数 ，.x 中 元 a 
称 为 hermite 元 (或 自 伴 元 ) ,车 。 
a*=4a, (5.4.5) 
引 理 5.4.5 设 s 是 一 个 具有 对 合 运 算 关 的 有 勾 元 的 Banach 
代数 ，ae wry， 则 
(1) a+a*，1i(a 一 4a*)，aa* 均 是 hermite 元 ， 
(2)》 4 有 唯一 分 解 4a=u+iv, 其 中 4,v 均 是 .x 的 hermite 
元 : 
(3) 之 元 6 是 hermite 元 ， 
《4) a 在 .x 中 可 逆 当 和 且 仅 当 a* 可逆， 此 时 (at = (a™)*， 
(5) 4Eo(a) >AEoa*), 
证 明 (1) 是 显然 的 。 令 4= (a+a*)/2, v=i(a* -a)/2， 
则 4, 均 是 hermite 元 且 4=4+1v。 设 4=u +iv' 是 另 一 分 解 ， 
其 中 4’,，v 是 hermite 元 。 令 =v ~v， 于 是 多 及 炙 都 是 her- 
mite 元 ， 故 
WwW = (WW)* = 一 1 本 = — tw, 
因此 w=0， 由 此 得 到 分 解 式 的 唯一 性 。(2) 得 证 。 
因为 a*=ee*， 由 (1) 得 (3)。 由 (83) 以 及 关系 式 (5.4.3) 推 
得 (4)。 最 后 在 (4) 中 用 4e-a 代替 4 ， 即 得 (5)。 
定义 5.4.6 一 个 天 有 对 合 # 的 有 么 元 的 Banach 代数 .x ， 如 
果 满 足 
la*al = lal’, Va€ .ww, (5.4.6) 
则 称 .x 为 一 个 C* 代数 . 
例 5.4.2 与 例 5.4.3 均 是 C* 代数 。 
引 理 5.4.7 设 是 C* 代 数 ， 则 
(GD Jal=lal, Yae ws 
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(2) 车 4 是 hermite 元 ， 那 么 1a?| = lal?。 

证 明 (1) 由 定义 知 |al= 1es*al 入 Tasllal， 所 以 la 入 
ja*l; 反之 la*1 委 le**l = lal, 于 是 VeEe.w， 有 ax*l = lal。 

(2) 当 a 是 hermite 元 时 ，4a =a*,， 故 Tal?= laxal = lal?。 

显然 L(Z) 的 每 个 关于 * 运 算 封闭 的 子 代 数 都 是 C* 代数 。 
它 的 逆 命 题 是 一 个 深刻 的 定理 ， 这 就 是 

Gelfand-Naimark 定理 每 个 C* 代 数 必 *# 等 距 同 构 于 
上 (多 ) 的 某 个 对 半 封闭 的 子 代数 ， 

因为 这 个 定理 的 证 明 要 求 更 专门 的 泛 函 分 析 知识 ， 我 们 不 去 
证 明了 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 5S.K .Berberin 的 Lectures in Func- 
tional Analysis and Operator Theory ,Springer—Verlag, 

”然而 对 于 交换 的 C* 代数 ， 我 们 有 

定理 5.4,8(Gelfand-Naimark) 设 .os 是 一 个 交换 的 C+x 代 数 ， 
则 它 的 Gelfand 表示 Tw 一 CCN) 是 一 个 * 等 距 在 上 同 构 ， 即 

(DD 全 (1) = 0, Vlem 

《2>》 了 是 在 上 映射 

(C3) ITalee =lal, Va€ w. 《5.4.7) 

证 明 ”人 先 证 明 结论 (3)。 因 为 .是 可 交换 的 ， 所 以 由 引 理 . 
5.4.7 及 a*a 是 hermite 元 ， 


和 人 村 = 1a)*asl = Ca*) a2) 
= (a*a) (Car) ) = la*al?= Hal 
—> lel=lal, 


根据 定理 5.2.18, ! 是 一 个 等 距 同 构 ， 即 有 结论 (3) 。 

其 次 证 明 结 论 (1)。 由 引 理 5,4.5 知 4 有 了 唯一 分 解 2=4+iv， 
其 中 x ,是 or 中 的 hermite 元 。 显 然 of =4- 包 。 于 是 结论 (1) 
. 化 归 成 网 
和 引 理 5.4,9CArens) 设 ae .wy 是 hermite 元 ， 则 Fa 是 员 上 的 

实 值 函 数 ， 
证 明 根据 定义 ra(71) = 4C/) = <pj,a>。 于 是 只 要 证 明 Vp 


E4,<g ,办 是 实 值 的 。 事 实 上 ， 设 <g,a> =a+i6 YiER， 有 - 
|Ko ,ea +ite> ll)a + ttel? 
=|a+trel<lal +t, 
而 上 式 左边 等 于 


[aricB +i) | = a + CB +), 


车 6p 夭 0， 则 取 #= 胃 ， 并 让 4-> + co 便 导 出 矛盾 。 
利用 Arens 引 理 ， 推 得 


Tar=Tu-ifv=Tutily = Ta, 


最 后 证 明 结 论 (2) ， 即 要 证 明了 是 在 上 了 映射， 这 要 用 到 下列 
重要 的 

定理 5.4.10(Stone-Weierstrass 定 理 ) 设 妇 是 CCMNM) 上 的 
一 个 闲 子 代数 ， 共 中 以 是 一 个 了 紧 空 间 ， 满 足 

(1) 有色 元 ， 即 1E .x 

(2) .s 对 复 共 斩 运 算是 封闭 的 ， 即 f€ .人 了 e .xs 
(3) .分 离 M 中 的 点 , 即 车 x,yE MM,x 关 yy, 则 必 存 在 f€ ww ， 
”使 得 fx) 寺 73 
那么 必 有 .= CCM) 。 

注 “ 如 果 .e 是 满足 条 件 (1),(2) ,(3) 的 CCM) 的 子 代数 ,那么 
-=CCOM)。 

暂时 承认 它 ， 我 们 来 证 明 了 .sr = COC。 

事实 上 ， 我 们 已 经 证 明了 Tw 是 CCOM) 的 一 个 闭 子 代数 。 此 . 
外 ， 显 然 有 1E7.wr。 由 结论 (1 知 了 sx 对 复 共 罗 是 封闭 的 。 兹 
证 Psz 分 离 叫 中 的 点 。 设 万 , 户 E 曙 ， 六 寺 帮 ， 可 取 oaE 广 WVa( 或 
aE€ J , 则 6860 二 0， 训 瑟 ) 关 0( 或 2 人 1)0 而 J,) 寺 0)， 

应 用 Stone-Weierstrass 定理 ，C (OR) = 了 ez， 定理 5.4.8 证 
毕 。 

现在 来 补 证 定理 5.4.10， 先 证 实 的 情形 。 

定理 5.4,.10' 设 CCM), 表示 实 值 C(M) 子 代数 , 设 史 是 
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C(M); 的 一 个 闭 子 代数 ， 满 足 定 理 5.4.10 中 条 件 (1) 与 (3)， 那 
人 么 . 罗 =CCOM):-。 

证 明 1 车 fe.29，,， 则 |f|E 多， 

我 们 知道 YnE 名 ;，1i| 在 [一 ,nj 上 可 以 被 多 项 式 一 致 副 
近 @ ， 从 而 YfE .ZB， 在 [ -17l,1f11] 上 ， 有 多 项 式 列 Pn 一 致 
逼近 |t 直 ， 因 此 Pn(7) 一 臻 逼近 | 由。 由 于 多 是 闭 的 ， 所 以 lfi€ 
攻 。 

2” Yf,g€E BB， 由 1 知 


fV gmax{f,9} = Stot |f- 9)E ZB) 


fAgEmin{f,9} = (f+9- 17 -gD e .多 。 


3° VYVhECCM),, VY,yeE M, 3fy,y:€E 多 使 得 
fyiys Y1) =h(y), 
fyiya ya) =h(y,), 
这 是 因为 条 件 (3) 蕴含 了 3 gE .多 使 得 9g(y1) 关 9(ys)， 适 当选 择 
a,BE 民 '!， 可 使 


(5.4.8) 


fyiysa = 01l+Pg 
满足 关系 式 (5.4.8)。 
4” YhEC(M),,， Ye>0，3fE. 多 使 得 lh-f|<e， 
为 此 ，VYx;,yEM， 按 3 " 选择 /zyE .多 使 得 ff wy (x) = h(x) 
并 且 fzy (人 =h(y), 


@ 这 是 古典 Weierstrass 定理 的 特殊 情形 ， 可 以 直接 证 明 如 下 不 护 设 n= 
1， 在 [ - 1,1] 上 imVe?* + 如 = 1t| 一 至 收敛 ， 这 是 因为 


VelttY= +e)- (1- #2) 
1 


5 一 (1— £1)" 
一 cp 
Ro 


入 Clter) "+ 


而 等 号 最 右边 的 级 数 在 [ ~ 1，1] 上 一 致 收 敏 。 
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于 是 有 的 一 个 邻 域 NN(y)， 使 得 
fry(W >h(u) -ee, 当 uENGY). 
因为 全 体 {N CO 1yE M} 是 邓 的 一 个 开 覆 盖 ，M 是 紧 致 的 ， 所 以 
习 凡 inEM， 使 得 


UNG) =M. 
取 
feSV foy,, (5.4.9) 
即 
fz (u) = Max fry. (WU), (5.4.10) 


于 是 对 于 每 一 个 xE M， 我 们 得 到 一 个 函数 fy (4)， 它 满足 ， 
(CU) >h(u) -es Vu€EM,; 
fz (X) = h(x), 
JE DB. 
由 于 fz 是 连续 的 ，3 x 的 邻 域 V(x)， 合 得 
fz (< +8， VuEV (x), 
全 体 邻 域 V (x) 将 MM 覆盖 住 ， 于 是 可 得 到 Xi XmE M, 


UV = M。 
= 1 


取 
f= 人 7， (5.4.11) 
即 
Jo = min Ja Go。 (5.4.12) 
国 数 / (2) 满足 
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hu) 一 8< (uh) 十 sy Vu€E M; IE ZB, 


定理 5.4,10 证 毕 。 

定理 5.4.10 的 证 明 

取 多 =.x 站 CCM):， 则 .多 是 COM) ;的 一 个 闭 子 代数 ， 满 足 
条 件 (1) 与 (3) 。 为 了 说 明 条 件 (3), 对 于 任意 的 x,y & M(x 去 y) 取 
Je wy， 使 得 f(x) 关 f(y)。 由 条 件 (2)， 令 


-1 7 = Lf- 
9= 直 (f+ 用， h= 可 (了 (5.4.13) 


则 9,h€E .多 ， 并 且 
f=g+h, (5.4.14) 


于 是 有 g(x) 关 9g(y)， 或 者 h(x) 天 ji) 。 这 表明 在 .多 上 条 件 (3) 
是 成 立 的 。 应 用 定理 5.4.10’， 多 = C(M)+:。 联 合 等 式 (5.4.13) 
与 (5.4.14)， 可 见 Y= 多 +1 多 ， 从 而 


2 = CM)., 
至 此 定理 5.4.10 证 毕 。 
定理 5.4.10 是 经 典 Weierstrass 逼近 定理 的 推广 ， 它 在 研究 

一 般 了 紧 拓 扑 空 间 上 的 连续 函数 中 起 重要 的 作用 。 要 注 意 底 空 
间 必 的 紧 致 条 件 是 本 质 的 条 件 ， 当 M 非 紧 致 时 ， Stone-Weiers- 

trass 定理 有 如 下 的 推广 ， 

- 设 多 是 局 部 紧 拓 扑 空间 ， 令 C..( 姑 ) 表 示例 体 多 上 无 穷 远 处 
为 零 的 全 体 实 值 连续 函数 。 即 具有 如 下 性 质 的 CC(2) 中 子 集 : 
Vs>0， 了 习 紧 集 忆 .CC 儿 ， 使 得 

|f (01<e Bx¢D,. 
定理 5.4.11 设 多 是 局 部 紧 7 拓扑 空间 ，. 是 C (和 ) 

的 闲 子 代数 ， 设 .x 分 离 多 中 的 点 ， 并 且 对 于 每 个 x*E 名， 存在 

feEw 使 得 70 天 0， 则 如 =C-(2)， 

证 明 多 = 和 多 U{9 表 示 罗 的 紧 化 空间 ， 其 中 {9j 表 示 冤 的 
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紧 化 点 。 令 
or={f+rlfew， re 及 9 
则 :这 是 CC 会 ); 的 实 值 闲 子 代数 ， 显 然 1E 之 ， 状 且 必 分 离 多 中 
的 点 。 由 定理 5.4.10” 
Y= C2),. 


但 是 ， 对 于 任意 的 了 EC 多);，f = 了 -了 9)E C927)， 所 以 


CPB), = {f+r|f ECH) rER!'), 
故 有 .x = CC2)。 定 理 得 证 。 
习 题 
5.4.1 设 .wx 是 交换 B 代数 ， 若 .wx 是 半 单 的 ， 则 .x 上 每 一 个 


对 合 运 算 都 是 连续 的 . 
5.4.2 验证 Li1(R') 上 按 卷 积 乘法 


(x*y) CE) =| AGEACE s)ds 
RR 


以 及 对 合 运算 
Xx*(£) = X( 一 区 


构成 一 个 有 对 合 的 了 代数。 试问 它 是 C* 代数 吗 ? 

5.4.3 考虑 83 中 例 3 所 讨论 的 解析 函数 代数 4o(D7， 证 
明 共 斩 运 算 六 > 是 4o(D) 的 一 个 对 合 ， 而 且 在 此 对 合 下 4o(CD) 
是 一 个 C* 代数 。 又 证 明 映 射 *:， Asjf*(z) = 了 (3) 也 是 一 个 对 合 ， 
试问 在 此 对 合 下 4u(D) 是 C* 代数 吗 ? 

5.4.4 设 .x 是 具有 对 合 * 的 了 代数 ，.x 的 子 集 S 称 为 正规 
子 集 ， 是 指 (1) 8 可 交换 ， 即 abpES， 有 ab=ba (2) S 关 于 
对 合 封 半 ， 即 若 a€E S， 就 有 a*E S。 显然 对 于 S 中 每 个 元 4。， 有 
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aa* = ok。 正规 子 集 称 为 极 大 的 ， 如 果 它 不 真 含 于 任意 一 个 正规 
子 集中 。 设 多 是 .x 的 一 个 极 大 正规 子 集 ， 求 证 ; 

(1)〉 多 是 -x 的 交换 闭 子 代数 ， 

(2) VaE 多 ， 有 04(4) =0v(4)。 

5.4.5 设 妈 是 cx 代数 ， 试 证 

(1) 若 4 是 hermite 元 , 则 oC0)CCR'; 


(2) 若 a 是 正规 元 ( 指 aa*=a*a 成 立 )， 则 
Jal =rC() sup{]4| 1AE oC))}s 
(3) lal:=rCaa*), 


5.4.6 设 .x 是 C* 代数 ，.wx 中 元 4 称 为 正 的 , 记 作 “4 之 0”， 
是 指 (1) a 是 hermite 元 ，(2) 0C4)C[80, + cco]。 求证， 

(1) YaE wf, da*>0; 

(2) 若 4a,bE .xf ，4 之 0，b 之 0， 则 4a+b 之 03 

(3) V42E wy，6+aa* 在 中 可 逆 。 

5.4.7 设 多 是 Hilbert 空间 ，. 是 工 (条 ) 的 一 个 Cc* 子 代 
数 ， 令 wx“ 表示 上 ( 训 ) 中 可 与 中 所 有 元 交换 的 算 子 的 集合 ， 
即 

w={TEL()ITA= AT, YAE.w), 
称 为 .x 的 中 心 (或 交换 子 )， 求 证 vx“ 是 C* 代数 ， 并 且 在 算 子 
弱 拓 扑 下 是 闲 的 。 


$5 Hilbert 空间 上 的 正常 算 子 


5.1 Hilbert 空间 上 正常 算 子 的 连续 工 符 演 痢 

设 多 是 一 个 Hilbert 空间 ， 六 是 多 到 自身 的 有 界线 性 算 子 ， 
如 果 它 满足 N*N = NAN*， 就 称 六 是 铬 上 的 一 个 正常 算 子 。 例 如 
自 伴 算 子 、 酉 算 子 都 是 正常 算 子 。 

对 于 给 定 的 正常 算 子 六 ， 用 .ww 表示 L(Y) 中 包 含 恒 同 算 
子 了 与 正常 算 子 六 的 最 小 闲 5* 代数 。 于 是 wv wy 是 由 一 切 与 二 元 
多 项 式 PCx,) 对 应 的 PCN,N*) 所 生成 的 代数 在 上 ( 居 ) 中 的 辕 
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包 。 在 这 个 代数 中 对 合 是 本 
*: PON, N+ PON*,N), (5.5.1) 
易 见 .ww 是 一 个 有 稼 元 的 交换 C* 代数 。 

我 们 要 研究 .ww 的 极 大 理想 空间 中 。 我 们 将 要 证 明 给 举 
oCN)， 即 3 与 正常 算 子 和 的 谱 集 同 肽 ， 为 此 澳 要 证 明 ， 改 作为 
.ww 中 元 素 的 谱 集 与 作为 工 (多 ) 中 元 素 的 谱 集 是 一 样 的 。 

引 理 5,.5.1CShilov》 设 .x 是 一 个 有 乏 元 的 Banach 代 数 ， 鸡 
是 .x 的 一 个 有 稼 元 的 闭 子 代数 ， 则 对 于 每 一 个 4€ 多 ， 

gos(o)Cocv(a)。 (5.5.2) 
这 里 cv(a) ,cz(a) 分 别 表 示 4 在 .x ,多 中 的 谱 集 ， 而 0 表示 集合 
证 明 由 谱 集 定义 5.2.14， 显 然 有 
0ae(a) 二 IOv(a) 。 (5.5.3) 


因此 只 要 证 明 gc。(a)Cov(Ca) 就 够 了 。 
设 hE 00s(a)， 于 是 3 hnE€ ps(4a)， 使 得 hn 一 hoCpa(a) 表 示 


4 在 多 中 的 予 解 集 ). 
假若 有 某 个 正 整 数 n 使 得 
Are— a) <1 Nh hl, 
则 由 
Me~—~a= (ho—An)e+ (Nhne ~— a) 
= (hne ~ a) Ane ~ a iA — An) +e] 
推 得 


(je ~ a)-!= no -a -15 (hn — Ao) CAne—a)-te.B, 
k=0 
这 与 加 E90s(0) 矛 盾 。 这 矛盾 表明 lim| (hre 一 4)-!= co。 又 国 
为 pv(a) 是 开 集 ， 所 以 4oE av(a) 。 
引 理 5.5.2 设 wx 是 一 个 C* 代数 ， 多 是 必 的 一 个 关于 对 会 
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水 封闭 的 闲 交 换 子 代数 。 则 
(1)》 为 了 ae 罗 在 多 中 可 道 必 须 旦 仅 须 < E -23 
(2) aa(a) = av(a)， Yae 五。 (5.5.4) 

证 明 (2)〉 是 (IJ) 的 推论 ， 故 只 要 证 明 (1)。 

给 定 aE . 罗 ， 著 a 在 多 中 可 逆 显 然 有 4 'E .wvY。 因 此 只 要 证 
明 若 a 在 x 中 可 逆 则 有 a 'E 多 。 因为 4*4 是 hermite 元 ,按照 
引 理 5.4.9 和 定理 5.2.15 

os(a*a) CR!, 
由 (5.5.3) 式 . 
oy(ata) CR!, 
于 是 应 用 上 一 引 理 
os(a*a) Doy(a*a) = 00,(at*a) 
Docsg(a*a) = 0s(a*a), 
得 到 0s(4a*a) = ov(axa) 。 

如 今 设 arlE.w， 于 是 有 (ora)-iE.w， 即 0 红 ov(axa)， 故 

04g as(axa)， 因 此 (ar*a) 一 E 多 ， 从 而 得 到 
4 1= (a*a) la*€ Z, 

联合 引 理 5.5.1 和 引 理 5.5.2， 我 们 得 到 结论 ， 对 于 正常 算 子 

NeL(%), 
oN) = 0 CN). (5.5.5) 
定理 5.5.5 设 N 是 上 正常 算 子 ，-wYw 是 L(Y) 中 由 恒 同 算 
子 ! 与 六 生成 的 最 小 闲 C* 代数 ， 味 为 vw 的 极 大 理想 空间 ， 则 
oN) 寺 Gm. (5.5.,6)» 
证 明 (1) YJe 纲 ， 考 察 对 应 
bol 1) = CTN) CO) EovvCN)， 
其 中 了 是 ww 到 CCM) 上 的 Gelfand 表示 。 根 据 定理 5.2.15 以 
及 上 述 事 实 0CN) =avv(CN)， 可 见 加 是 一 个 从 极 大 理想 空间 跑 
到 oCN) 上 的 在 上 对 应 。 以 下 证 明 % 是 一 一 的 。 
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事实 上 ， 如 果 加 (1) = 向 (1)， 则 由 Gelfand 表示 的 定义 ， 
存在 连续 同 态 pv ,ypys， .wxw-C， 使 得 
Coro N>= CT OD = 如 (1D 
= p72) = TN) (Us) = <91,,N>, 
进而 有 
‘<p N*>= CTN*) C0) = NGC) 
=TN(CG) = CTN*) (CJ) =<91,, N*>, 
再 由 941,97, 的 连续 性 ， 上 列 两 等 式 可 以 扩充 到 整个 ww 上 。 于 
是 VaE .wn， 有 
<p1130> = 91, 4a>, 
所 以 J = J, 

(2)》 再 来 比较 tm 与 roww),， 后 者 是 复 平面 C 上 的 诱导 拓扑 。 
因为 oCN) 是 紧 集 。 zztv 是 紧 致 拓扑 。 而 Tm 是 Gelfand 拓扑 ， 它 
是 7。 的。 由 于 z 是 C(91)7 上 诱导 出 的 最 弱 拓 扑 ， 所 以 rmC 
Troy 应 用 引 理 5.3.2 得 到 To 二 yoie 定理 得 证 。 

推论 5.5.4 .ww 与 CCcCN)) 等 距 在 上 同 构 。 

证 明 由 Celfand-Naimark 定 理 5.4.8，Gelfand 表 示 了 是 
ww 到 COR) 上 的 一 个 * 等 距 在 上 同 构 。 由 上 述 定理 证 明知 道 
Wo= 了 TN 是 叫 到 cc(CN) 上 的 一 个 同 且 对 应 。 对 于 YeaE www， 令 

(六 a) (z) = Ta Yas)), VszEaoCN)。 (5,5.7) 
于 是 我 们 得 到 .wy 到 CCCN)) 上 的 等 距 * 在 上 同 构 对 应 产 。 

(7N)Cz) =z， (FN*)(z)=z, 

(CT) (2)=1, CFN") (2) = 2". 
利用 这 个 同 构 对 应 六， 我 们 可 以 定义 算 子 函数 。 事 实 上 ，VY ?Ee 
CCoCN))， 令 

oN)AST-y, (5.5.8) 
于 是 不 难 验 证 下 列 连 续 算 符 演算 规则 : 
(a9 + BY) CN) = ap CN) + BPYCN), 
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(py DCN) 一 CN)YCN 7 
oN)* = 万 (N); 
1CN) =1; (5.5.9) 
zCN)=N; 
zCN) = N*, 
Yo,pECCCN))，Ya,Be C， 其 中 1(*) 表 示 取 值 为 1 的 常 函 
数 ， 而 z 表示 CCOCN)) 中 的 函数 > 。 
按照 这 种 连续 算 符 演算 规则 ， op 数 9CN) 可 以 
相当 自由 地 进行 运算 。 特别 地 ， 还 有 结 
(1) 设 ECCoCGN))7， 则 
oN)) = po0N)); (5.5.10) 
(93) 设 9ECCOCN))，yECCpCoCN)))， 则 


(Yop) CN) = yoCN)) (5.5.11) 
《读者 自己 验证 ) 。 
利用 连续 算 符 演 算 ， 我 们 给 出 几 个 有 趣 的 应 用 。 
定理 5.5.5 设 六 是 多 上 的 一 个 正常 算 子 ， 则 为 了 六 是 自 伴 
的 必须 且 仅 须 oCN)CR'; 为 了 NN 是 正 的 〈 即 入 是 自 伴 算 子 ， 而 
且 (CNx,*) 之 0，YxE 多 ) 必 须 且 仅 须 oCN)CCR1。 
证 明 (1) 设 和 N=N*， 由 定理 5.2.15 知 


oN) =ov CN) = {ND IE Mm). 


按照 Arens 引 理 5.4.9， 久 (站 是 实 值 函数 ， 故 cCN)CR :+ 

反之 ， 若 N 是 正常 算 子 ， 并 且 oCN)CCR!。 由 连续 算 符 的 对 
应 ，N*=5(N)=zCN) = 人 六。 所 以 六 自 伴 。 

(2) 设 六 是 正常 算 子 ， 并 且 5CN)CR+。 由 (CUD 知 六 是 自 伴 
的 。 因 为 z: ?是 CCoOCN)) 上 的 元 素 ， 记 N13 =z1%?CN)， 则 
由 算 符 演算 规则 入! = (NI 2)*， 并 且 人 =NI2VNI。 因 而 ， 
VxE YP， 有 

Nx,x) = (CN 2)*N1 2x, Xx) 
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= CN 2x, Ni 2x) = 1 NI“2x12 之 0， 
即 六 是 正 算 子 。 
反之 设 N 是 自 伴 的 ,而且 CNx,*) 守 0，YVxE PN。 欲 证 
O(N)CRR1。 由 (DD) 知 0CN)CCR1。 座 () 是 纪 上 实 值 函 数 。 考 
- 虚 函 数 max( 丸 ( 帮 ,0) 与 max( 太 (1) 0) 一 办 (由,， 它们 是 钢 上 的 
连续 函数 ， 由 对 应 关系 式 (5.5.8)， 习 Ni,NaE ex 使 得 
让 CC71) = max( 太 (7) ;0)， 
Na =max( 太 (1)，0) — WO), 
六 ,Nz 都 是 自 伴 算 子 ， 又 由 于 它们 的 谱 集 CRi}i， 所 以 都 是 正 算 
子 。 因 为 WCD RNC) =0， 可知 NiNs=0, 而 且 Ni=A -AN， 
于 十 
OKCNN,x, Nex) = — (CN?2x,N,x) 
= — (Ni3x,x) = — CN,N,x, N,x) <0, 


因而 (Nix,z) =0，VYxE 多 。 由 此 不 难得 到 
CN3x,y)=0, Vx,yE PY, 

所 以 Ai = 0。 根 据 定 理 5.4.8 及 引 理 5.2.16 
IN = IFAal= limlN3 = 0， 


我 们 得 到 Na =0。 从 而 5cCN) =aCNNDCRT。 

推论 5.5.6 设 忆 是 一 个 正 算 子 ， 则 必 存 在 唯一 的 正 平方 根 
@， 使 得 &=P。 此 外 若 4EZL(2e)， 满 足 4P=P4， 则 必 有 
AQ=0A, 

证 明 Q=Pi ?已 由 上 一 定理 得 出 ， 它 之 所 以 为 正 ， 是 由 于 
0(0)=oCP177)={wVz|zEo(P)}CR!1。 再 由 以 上 的 定理 ，Q 
必 是 正 算 子 。 

因为 CE.wrs， 而 sp 是 已 的 多 项 式 按 多 上 的 算 子 范 数 的 极 
限 ， 所 以 由 交换 人 性 P4 = AP 即 得 QA= AQ. 

花 证 唯一 性 ” 设 Q 是 已 的 另 一 个 正平 方 根 ， 则 QiP=QiQi 
=Qio =PQ，Qi, 与 P 可 交换 。 考虑 由 1,P,Q,8, 生成 的 Cr 代 
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数 .wr， 则 是 交换 的 。 因 此 由 Gelfand-Naimark 定理 ，Gelfana 
表示 节 是 .到 极 大 理想 空间 史上 的 连续 函数 空间 C CW) 的 一 个 * 
等 距 在 上 辣 构 。 注 意 到 

TO:= TQ) = TP) = TQ7) = TQ0)’ 
并 且 FQ) 关 0,P(QD 关 0， 我 们 有 下 (2) =T(QD， 于 是 得 出 @= 
Qi:。 证 上 毕 。 

5.2 正常 算 子 的 谱 族 与 谱 分 解 定理 

我 们 已 经 把 正常 算 子 入 的 算 符 演算 扩充 到 一 切 oCN) 上 的 违 
续 函 数 ， 吕 Yo?E CCoOCN))， 定 义 了 了 

gCN)= PF-ig€E ww CTCL), 
现在 还 要 把 这 种 演算 规则 扩张 到 更 广泛 的 一 类 函数 ， 有 界 Borel 
可 测 函 数 类 B(o CN)) 上 去 。 所 以 要 做 这 种 扩张 是 因为 当 0 CN) 是 
一 个 连通 集 时 ，.xw = 了 -1C (0o(N)) 中 实际 上 不 包含 任何 真 正 的 
投影 算 子 P 〈P 尖 1,0) ( 见 下 面 定 义 5.5.7)。 事 实 上 ， 如 果 存 在 投 
影 算 子 PE.ww 则 由 Pr=P， 可知 V 会 TPECCoCN)) 应 满足 
v*=yg， 推 得 9 三 1 或 0。 

下 面 要 讨论 的 谱 分 解 定理 是 线性 代数 中 对 称 矩 阵 4 化 对 角 型 
定理 的 推广 ，A= NPi，P; 是 投影 矩阵 ，1iE 及 :， 换 名 话说 ， 
我 们 要 想 把 正常 算 子 分 解 为 一 些 投影 算 子 的 倍数 之 和 。 因 此 ， 我 
们 将 遇 到 许 许多 多 与 N 相 联系 的 投影 算 子 。 首 先 来 讨论 投影 算 子 

设 M 是 Hilbert 空间 多 的 闲 子 空 间 ， 对 于 任意 元 xE 儿 ， 可 
以 唯一 地 分 解 为 

X=Y+ 名 
其 中 yE M,z.LM。 记 Px=y， 于 是 已 是 上 的 投影 算 子 。 易 知 
投影 算 子 P 具 有 下 面 的 性 质 ， 

(C1) P 是 自 伴 的 ， 而且 1 PDE= 3 

(2) Pr:=P. 
反之 ， 大 有 界线 性 算 子 卫 满足 ，J7?= 如 ,用 自 伴 ， 则 如 是 它 的 
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值 咸 了 5 上 的 投影 算 子 。 这 就 导致 如 下 的 定义 
定义 5.5.7 PEL(P) 称 为 投影 算 子 ， 若 
(1》 记 是 自 伴 算 子 ， 
(2) P?=P, 
一 般 说 来 两 个 投影 算 子 的 和 、 卷 、 积 不 一 定 仍然 是 投影 算 
子 ， 但 是 如 果 补 充 适 当 的 条 件 ， 那 么 仍然 可 以 使 得 它们 成 为 投影 
算 子 。 
定理 5.5.8 投影 算 子 P,, Pi 的 乘积 PP 仍然 是 投影 算 子 的 
充分 必要 条 件 是 Pi,P。 可 交换 的 。 
证 明 设 PP 是 投影 算 子 ， 若 P ,Ps: 可 交换 ， 则 “ 
CPPJr*=PiP=PP=PP:， 
故 P,Ps 是 自 伴 的 ， 又 
PP,)?= PP,PP,= P?P? = PP,, 
所 以 PP 是 投影 算 子 。 
反之 ， 设 P,Ps 是 投影 算 子 ， 由 
PiP, = P*Ps = (P,P)* = P,P, 
知 PP 可 交换 。 
定理 5.5.9 投影 算 子 P,Ps 的 和 Pi+P, 是 投影 算 子 的 充分 
必要 条 件 是 下 列 条 件 中 的 任意 一 个 成 立 : 
(1) PP = 0( 或 者 PaPi = 0)， 
(2) 已: 的 值 域 M， 与 Pa 的 值 域 Ms 成 直 交 ( 即 YxEMi,yE 
Ma， 有 x- 上 力 。 
证 明 设 P,P, 是 投影 算 子 。 若 P, + P。 是 投影 算 子 ， 则 
Pi+P,= (CP, + P,)*=P?+PPs +P,P,+P}? 
=P,+PiP, + P,Pi+ Po, 
因此 ，PiP: + PP =0。 从 左右 两 个 方向 分 别 乘 以 P,， 得 到 PiP， 
= 一 PiPsP1 = 了 PP,， 故 有 PiPs= PP,。(1) 获 十。 
现在 假设 (1 成立， 来 证 明 (2)。 任 取 y,E Mi，y€ Ms 则 在 
在 xxaE PP， 使 得 Pixi= Jy，P2x。= yo， 因此 
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(Why = (Pix1, Paxs) = (PPixxa)=0。 

最 后 假设 C2) 成立 来 证 明 P, + Ps 是 投影 算 子 。 记 M = {y+ 
Ig EMi,yoE Ms}。 由 于 Mi,M: 直 交 ,M = Mi 中 Ma。 对 VxE 色 ， 
作 直 和 分 解 

X = 了 十 2 
其 中 yYEM，zEM+。 再 将 ! 分 解 为 
2 三 Ji 十 gay 
其 中 yy EM1，ys€ M,。 显 然 Pix=y，P2ax=y4， 从 而 
CP,+P,)x= Px+P,x= y+y,=y, 
于 是 Pl + Ps 是 M 上 的 投影 算 子 ,证 毕 ， 

设 忆 ,已 是 两 个 投影 算 子 ， 如 果 已 多 CPs 知 ， 则 称 忆 是 P: 的 
部 分 算 子 。 显 然 己 是 P* 的 部 分 算 子 的 充分 必要 条 件 是 Pax = Pix， 
VxEP 和。 

引 理 5.5.10 ”投影 算 子 Pl 是 投影 算 子 Ps 的 部 分 算 子 的 充分 必 
要 条件 是 下 列 条 件 中 任意 一 个 成 立 : 

(1) PiP,= PoP1= Py 

(2) VxEF, IPxl<lP,xl, 

证 明 ”假设 P, 是 P, 的 部 分 算 子 来 证 (1) 成 立 。 YXxE YP， 由 
于 PixE M1!， 其 中 必 M 是 P, 的 值 域 。 因 此 PsPix = 了 ix。 零 得 


PP = 也 。 
两 边 取 共 斩 
(PPO*=RT=P。 
但 是 PaP)*= PiPi=PP,, 
故 


PP =PiP:=P 
现在 设 (1) 成 立 来 证 明 (2)、 任 取 xE 儿 ， 则 
LPix) = PPx) PIP,x) = Psxl。 
最 后 设 (2) 成 立 来 证 明 P, 是 Ps 的 部 分 算 子 。 用 反 证 法 ， 设 P 
不 是 Ps 的 部 分 算 子 ， 则 3 *oE Mi， 但 2 亿 Ma， 这 里 M， 是 ;的 值 
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域 。 令 x 在 Ms 中 的 正 交 投影 为 6。， 则 上 2of 二 jx 而 且 PoXo = ho, 
故 
Paxo) = 2oh < Hxof = HP,xol 
与 假设 矛盾 ， 故 Pi 确 为 Ps 的 部 分 算 子 、 证 毕 。 
利用 部 分 算 子 的 概念 ， 可 以 讨论 两 个 投影 第 子 的 差 ， 
定理 5.5.11 两 个 投影 算 子 Pi,P。 的 差 P,- 了, 仍然 是 投影 算 
子 的 充分 必要 条 件 是 P ,为 P; 的 部 分 算 子 ， 
证 明 设 P。-P， 是 投影 算 子 。 记 P: = P:- 则 Ps = 已 , 沾 
P,， 由 定理 5.5.9，PiY CP ， 因 此 P 为 ?的 部 分 算 子 . 
反之 ， 设 Pl 为 P, 的 部 分 算 子 ， 则 由 引 理 5.5.10 的 条 件 (1)， | 
得 到 
(P,~ Pi)*= Pi P,P, -~ PP,s+P?=P,-P, 
又 因 P, ~ 了 ,是 自 伴 的 。 故 P,P1 确 为 投影 算 子 。 证 毕 ， 
现在 回 到 正常 算 子 算 符 演 算 的 扩张 . 在 8(0(N)) 上 引入 
模 ， 
1 全 sap{ [YCz) 1 1zE oN)}. 5,5,12) 
对 于 任意 x,yE ， 任 意 9EC(oCN))， 映 射 
gCN)Y,y) 
可 以 看 成 是 C(0CN)) 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 


[CpeN) x, DI Ep NO Try! 
= olocecwslxl hy, 


由 Riesz 起 示 定理 ， 存 在 oCN) 上 的 复 Borel 测度 mz,y， 合 得 


(gCN)x,y) =| ya me, y (dz). (5.5.13) 
我 们 称 fr; ,y(dz) 为 与 x,yE PD 相关 联 的 正常 算 子 入 的 谱 测 度 。 
我 们 知道 作为 测度 ，tt;,y 是 复 值 集 函 数 ， 即 对 于 任意 0 CN) 上 的 
Borel 可 测 集 0Q， 有 


41 


majy(9) = | mass ae), (5.5.14) 


它 具 有 完全 可 加 性 ， 对 于 0 CN) 中 互 不 相交 的 Borel 可 测 集 2 ,2:， 


me U0, )= Dm,o. C5.5.15) 
关于 义 的 谱 测 度 mz,y 具有 下 列 性 质 ， 


| Imasrddz1= sup | eC) mesaz) | 
ov(N! JPpi=-1 giN, 
9EDII(NI)) 


= sup ION)x,D | SIxhyh 
edly 
(2) 对 于 任意 Borel 集 QCoCN), mys,y(Q) 关 于 x ,Jy 是 双 
线性 的 (sesquilinear)， 


Ma sl +o, 2 oY CQ) 二 QUVz ， ,y C0) + mz , ,y (0), 
Maz, alg ytaoy 2 0) =mz,y, (0) + Bamz,y, (0), 


VA, EC, XY,X1, Kodi, YE PY, 
利用 {mz,y CQ)} 这 两 条 性 质 ， 我 们 来 扩充 算 子 函 数 。 设 YE 


BCoCN))， 令 
a DE| Ym, yd), (5.5.16) 
Vx,yE 和 。 
这 是 多 x 多 上 的 一 个 双 线 性 泛 函 ， 满足 ， 
la D1 SNe msycda| 
ylzxi hy, 


因此 ， 由 Riesz 表 示 定 理 ,存在 唯一 的 有 界线 性 算 子 ， 记 成 y(N)， 
满足 
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(VN X,Y) =| Pmaglds), (5.5.17) 


内 BCo CN)) 到 LL( 寡 ) 的 对 应 1， WN) 显 然 是 了 1! 的 一 个 
扩张 并且 有 
定理 5.5.12 了 铅 射 r[;， YYCN) 是 从 BC(0OCN)) 到 上 (YP) 的 一 
个 * 同 态 ， 满 足 | 
(1) Tloww= Tr-!, 
2) ry ens | peonys 
(8) 若 Y ,Yr EBCOCONYD, n=1,9,0m ,p>y, a e. My ,zy 
VxE€E FB, 而 且 IM>0, yalM， n=1,2,…， 则 
lim YnCN)x=YN)x, YXxE 光 3 
(4) 车 4EL( 多 ) 使 得 AN = NA， 则 
4VCN) = YN) A. 
证 明 1 结论 (Q)，(2) 是 显然 的 。 兹 证 tT 是 * 同 态 以 及 结 
论 (3)。 为 此 先 假 定 gwEC(CoOCN)), 满足 lpwl 夺 Moo0, 并 上 且 
Vn ae. 关 于 一 切 mazz，xGE 和。 因为 六 -是 一 个 同 构 对 应 ， 
所 以 对 于 任意 的 PEC((N))，xE 因 
JoCNDx): = (pCN)x, pCN)X) 
= (g*CN)YCN)x, Xx) 


=| 19C2) [my, zs Cd2), 
olN) 


由 此 推出 
|p CCN) — pm CN)xl? 


三 | [9 (2) ~ pm (2) ?my ,x (dz). 
因为 {p} 收 敛 ， 由 Lebesgue 控制 收敛 定理 ，{pnCN)x} 是 收 人 钙 点 


列 。 由 谱 测 度 的 定义 ， 可 知 pn 一 a.e. 关于 一 切 mnzs,y 也 成 立 。 
再 由 Lebesgue 控制 收 钱 定理 ， YX,yE 名 
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(pn CN) X,Y) = | nC me yd) 


-| ya) may dz) = CVCN)Y,Y), 
giN- 


所 以 VxE 多 ， lim pn CN)x = pCN)x, 

2" 我 们 先 证 明 + 是 * 同 态 。 事 实 上 除 乘积 性 质 外 都 是 显 然 
的 。 这 里 只 须 证 明 上 映射 + 保持 乘法 运算 . 设 w%,yEB(CoCN)I)， 我 
们 总 衣 取 到 ps,yrnECCOCN)),， 满足 lynj 夺 Mjyw 夺 MM，n = 
12000 以 及 Pn>p， Yn ae yz YXE PP. 于 是 

CC CNY X,Y) = lim (Cpnyn) CN)X,Y) 


= jimCo CN) Yn CN)x,Y) 
=lim(y, CN)x, Pn(N)yY) 


= (YCN)x, BON)Y) 
= (CN)YCN)x,Y), 
VX,yE YZ 成 立 。 所 以 (9: 四 CN)=9CN YOON), 
3” 验 证 了 7 是 * 同 态 之 后 ， 重 复 1” 段 的 证 明 过 程 ， 将 pnE 
CCo(N)) 换 成 gEBCoCN))， 即 得 结论 《3)， 
4” 根据] "， 当 AN = 入 A 成 立时 
AVCN)x = limAgn, CN)x 


=lim pn (N) AxX =YN) Ax 


= YN) Ax, YXE PY, 

即 Ay CN) = YN)A。 定理 证 毕 。 

下 面 将 导出 谱 分 解 定理 。 首 先 给 出 谱 族 的 一 般 定 

设 多 是 一 个 局 部 紧 拓 扑 空 间 ， 罗 是 多 上 一 切 Bo 子 集 组 成 
的 集合 类 。 设 多 是 一 个 Hilbert 空间 ， 记 宛 ( 移 ) 为 多 土 投影 算 子 
金 体 组 成 的 集合 . 

定义 5.5.13 设 瑟 是 .9 到 罗 ( 和 多) 的 一 个 映射 ， 满 足 条 件 ， 

4 


(1) E (2) =1; 
(2) 对 于 任意 多 中 互 不 相交 的 Borel 集 序列 {A4;}， 


E( U 4i)= 5 一 lim DE (CAD), 
其 中 s - lim 表示 算 子 的 强 极 限 。 我 们 称 三 元 组 (名,. 多 ,BE) 是 一 个 


说 族 。 
设 (2 ,. 多 ,已 ) 是 一 个 谱 族 ， 那 么 显然 有 下 列 性 质 ， 
(1) E(Z) =0; 


(2) YAiE BB， !1=1,2,%,n，Ai; 门 Aj= 名 当 1 天 7 时 ， 则 
E(UAi)= BED 
(3) 车 A1,4,E .多 ， 则 
五 (A， 站 A,) 二 E(A)E(A,). 
可 见 谱 族 是 测度 空间 (多, 多) 上 一 个 取 值 于 某 Hilbert 空间 上 
投影 算 子 族 的 测度 ,定义 中 的 条 件 (2) 是 测度 三 的 可 列 可 加 性 。 
现在 回 到 正常 算 子 六 的 谱 族 的 构造 问题 。 对 于 给 定 的 正常 算 
子 N， 取 如 = C， 并 且 定 义 E; 2B 一 F (这 ) 如 下 ; 


E(0) = TXonems YOED, (5.5.18) 
区 中 表示 Borel 集 4 上 的 特征 函数 : 
~ 1， 2E 4， 
Xa (2) -7 z¢ A. (5.5.,19) 


显然 若 集 合 UNoCN)= 名 ， 则 E(U)=9， 此 外 ECGC) = 
E(lo(N)) = 了 

根据 定理 5.5.12 以 及 上 述 定义 ， 我 们 得 到 了 一 个 谱 族 (C， 
.多 ,E)， 特 别 地 有 ，V xX,yE€ 党 ， 


(E(Q)x,y) =| my,y (dz) 
DinolN) 
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=1WnyConcCN))。 | (5.5.20) 
对 于 zEC, 记 Q.= {s+it€Eo(N)|sRezs,i<lImz}, 并 上 且 


令 
E(z) 会 FE(O。)， (5.5.217 
mz,y (2) 全 my,y (9s)。 《5.5.22) 
于 是 由 (5.5.20) 式 ， 得 到 
mg (3) = (E(2)x,Y), (5.5.23) 


并 且 (5.5.17) 式 还 可 用 函数 ms,w(z) 的 Stieljes 积分 表示 
Wr D = Wdmay Ce) -5.5.24) 


这 样 我 们 得 到 了 下 列 谱 分 解 定理 : 

定理 5.5.14 设 N 是 Hilbert 空 间 多 上 的 一 个 正常 算 子 ， 
(C, 多 ,EB) 是 由 (5.5.18) 式 定义 的 谱 族 ， 则 对 于 任意 的 YE 
BC(o (CN))， 存 在 唯一 的 算 子 WCN) E 工 (和 儿 )， 使 得 对 YVx,yE 多 ， 


CCN)z 芒 =| WD AB), (5.5.25) 
并 日 记 成 
yCN) = | yw?aBCz)， 


上 式 称 为 VCN) 的 谱 分 解 。 右 端 积分 | ，,Y(z)dB(z) 是 按 蚤 


的 意义 来 理 解 ， 即 Yx,yE 色 ， 积 分 | yz)d(CE(z)x; 妇 存在 。 


上 式 等 号 也 是 按 弱 的 意义 即 按 (5.5.25) 式 来 理解 .因此 定理 
5.5.14 是 正常 算 子 N 的 谱 分 解 的 弱 形 式 。 下 面 将 证 明 上 式 右 端 积 
分 也 可 以 按 “ 一 致 的 >” 意义 来 理解 ， 即 按 算 子 范 数 在 Lebesgue 积 
分 意义 下 右 端 积分 收 仇 ， 且 恰好 等 于 YCN)。 

设 %(z) =4(z) 十 iv(z) 满 足 m<p(2)M, 1<v(z) 过 LL， 对 
任意 分 割 A: . 
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Tm = a <a = M, 
l=b<b < “<be=L,. 


枉 到 #pETap 4p), NaqELbg_ibg), p= 1 2 “7 4=1)，2，…y} 


无 。 作 和 式 
SA= Dp +m) EApe), 


pg 


其 中 
- - L(2) ELap-1, Ap) 
Any = Nl 
pq {sea ) vc ere bo ) 
积分 (5.5.26) 在 一 致意 义 下 应 理解 为 Vs:>>9,35 之 0, 当 分 割 模 
IAI 全 max (lap— ap-il + ba -bal) < 
1l1<9<n 
时 ， 对 任意 选取 的 Lp,ng， 都 有 
ls — YN) <e, 
事实 上 ， 按 定义 ， 取 0 二 5 过 ee， 就 有 
JyN) — Sl 
= max 网 EWE) ~ CFs + ne) dCE (nx, ， 


TEP 
[| 


< 妇 sup 5 世 | (22 2) | 


A . 


= sup | [da(E(z)x,y) | 
oN 


jee 


< sup lxl jal 


Haislylsi 
=6<e, 
于 是 我 们 证 明了 更 一 般 的 谱 分 解 定理 。 


定理 5.5.15 设 N 是 上 的 正常 算 子 ， 对 于 任意 的 Ve 


BCoCN))， 积分 |， ,WCz)dE (Cz) 在 一 致意 义 下 收 化 ， 而 且 


yCN) -| yaEce)， (5.5.26) 


其 中 己 是 由 (5.5.18) 式 定义 的 谱 族 。 特 别 地 VxEe 和 ， 有 


vax=| yz) dE C2)x, (5.,5,27) 


可 oN) 
车 取 y(z) =z， 则 有 


N=| zdE (2), 
oN 


Nx=| zdE(2)x, VYXE 知 
oN) 
以 及 
CNx,y) =| dE VxyES, 


车 取 特 征 函 数 y(z) = xa (Cz)， 则 有 
XaCN) = ECANoGCN)),. 
例 1 设 4 是 自 伴 算 子 ， 于 是 oC4)CR!， 此 时 


A =| dE (5.5.28) 


其 中 
E,=E((- ,4 ocA)), -<i<+t+o0。 
不 难 验 证 ， 
(1) 当 2 委 1 时 BE) 和 BE， 即 忆 pv - E, 守 0 
(2) E,=s— lim E's 


(3) Es =0, Es=1, 
其 中 s- lim 表示 算 子 的 强 极限 ，a=inf{X€E Ri|heo(A)}, b= 
sup{4E€ 民 !|4E 0(4)}。 上 述 性 质 (1) 是 谱 族 的 单调 性 ， (2) 是 谱 
族 的 右 连续 性 ， 

例 2 设 0 是 一 个 西 算 子 ， 则 oCU)CS!， 而 且 
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0U= j， e'sdF,, 《5.5.29) 


0 


其 中 FR,= ECo (UD) 站 ef ) 。 
推论 5.5.16 ”对 于 任意 的 EBCCN))，YxXE 党 ， 有 


yo = | lw) ralEc)xh, C5.5.30) 
证 了 明 ”在 定理 5.5.12 中 ， 我 们 已 经 证 明 
jyCN)xla -| lV) [2dm,s 2)» 


而 ， 
my C2) = (BCz)x,x) = 1EC2) rH, 
推论 获 证 。 
正常 算 子 的 谱 分 解 定理 以 及 公式 (5.5.30) 是 十 分 重要 的 。 在 
正常 算 子 的 算 子 函 数 的 运算 中 ， 它 们 是 最 强 有 力 的 工具 ， 因 为 它 
们 将 算 子 函数 的 加 法 、 减 尖 、 乘 法 以 及 取 逆 ， 转 化 成 为 相应 数值 
汞 数 的 同一 种 运算 。 此 外 谱 分 解 定理 和 公式 (5.5.30) 在 正常 算 子 
谱 集 的 研究 中 也 起 着 关键 的 作用 。 
5.3 正常 算 子 的 谱 集 
在 第 二 章 8$ 6 中 ， 我 们 已 经 给 出 了 线性 算 子 谱 集 的 定义 和 分 
类 。 设 工 是 Hiibert 空 闻 多 上 的 有 界线 人 性 算 子 ， 那 么 
pTY= {hE CIAI-T) EL(Y)} 
是 了 的 预 解 集 ，2(7 > 中 的 4 称 为 的 正则 值 。 它 的 余 集 
5)=CNoGT) 


是 的 谱 集 ，oCT) 中 的 7 称 为 了 的 谱 点 。 谱 集 由 三 个 互 不 相交 的 
集合 组 成: 
oT) = 0p(T) Uoe(T) UorCT), (5.5.31) 
其 中 
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ap(T)={AECIker( -TD 天 {9)3 

1 ogcT)= {hE CIker(1 -T=10}, Ran(Ai-T) =%, 
但 是 (和 1 -研一 无 界 } 

orTJ={AcClker(1 -T=1{0), Ran0T 站 头 略 )。 
ap(7) 是 全 体 了 的 特征 值 集 ， 叫 作 了 的 点 谱 ，oc CT) 叫 作 工 的 连 
续 谱 集 ，c*(7) 叫 作 工 的 剩余 谱 集 。 

定理 5.5.17 设 久 是 Hilbert 空间 多 上 的 正常 算 子 ，(C ,多 ， 
五 ) 是 与 N 相关 联 的 谱 族 ， 则 

AoEGpN) >E({N)) G0. (5.5.32) 


证 明 “=>” 因 为 hE0pCN)，3XoEG， Xo 站 9， 使 得 
Nxo= hxo。 令 
1/ (ho — 2), z¢B(1, 小) 
fnC2) = 
1 
nn 


0， z€ B(%,, 


其 中 B( j, 革 ) 是 圆心 在 lt， 半径 为 工 的 贺 盘 。 于 是 和 ne 
BoC(N))， fn(N) C1-N)=E( CNB(ao 二 )), 从 而 


a( cv 3)u0 


令 n 一 co， 得 到 ECC\{40})xo=0， 但 是 ECoCN))xo=E(C)xe 
= xo。 故 推 得 
已 ({4o})xo = Xo, 
“<—” 因 为 E({40)) 关 0， 可 取 XoEE({h)) YY，xXo 关 9。 
则 xo=EC{4h0o})xo， 由 谱 分 解 定理 和 投影 算 子 的 代数 运算 ， 


Nzxo -=| zdE(z)xo 
ION 
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=| dE Cz) ECM 
glN;) 
= AEC{ho}) Xo 


= Aoxo 
即 4oEonCN)。 证 毕 。 

定理 5,5.18 设 入 是 正常 算 子 ， 风 0.(N) = 2。 

证 明 假若 不 然 ， 设 1oEcorCN)， 则 Ran(o- NN) 半 2， 
而 且 ker(4o7 - N) = {9}。 国 为 ker (ho -N*) = Ran(hol — N)!， 
所 以 加 EopCN*)。 记 Ew* 为 与 N* 相关 联 的 谱 族 ， 则 按照 定理 
5.5.17， 

En* ({%)) FA0, 
然而 Ew ({40)) = Ews ({4u})， 其 中 Bw 为 与 N 相关 联 的 谱 族 。 于 
是 根据 定理 5.5.17，hEop(N)， 这 与 假设 4&0o1(N) 予 盾 。 故 
Or(V) = 厅 。 

定理 5.5.19 设 六 是 正常 算 子 ，(C ,多 ,E) 是 与 N 相 关联 的 
谱 族 ， 则 

NEOCN) <>Y 轴 的 邻 域 U，E(U) 半 0。 (5.5.33) 

证 明 “<=” 设 Vt 的 邻 域 U，E(U) 郑 0, 但 是 加 E 
PN), 则 必 有 2 的 某 个 开 邻 域 ， 使 得 U No CN) = 名， 从 而 
EB(U') = 0， 得 到 矛盾， 赦 必 有 EcoCN)。 

“一 >” 设 iocoCN)， 但 是 3 加 的 某 个 邻 域 U'， 使 得 
E(U') =0。 根 据 定理 5.5.18,cr(N) = ,区 Ran (hI N) = pp， 
可 知 存在 Xn EP，|xnl=1，n=1,2,…， 满 足 (ol 一 N)xn->0， 
但 是 由 公式 (5.5.30) 

{Col — N) x ll? 


=| lh- lsdlB (xnl 
oN) 


= | 2 la)E Ge)xnl 
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>6*|xa bl? = 6°, 
其 中 3<dist(h,9077)， 这 便 导 出 矛盾。 所 得 矛盾 证 明 了 Yh 的 
人 (D0) 交 0。 证 举 。 
常 算 子 的 谱 集 除了 分 解 成 点 谱 、 连 续 谱 、 剩 余 谱 外 ， 还 可 
二 六 丰 寻 上 法 算 子 值 域 的 维 数 来 分 类 。 

定义 5.5,20” 设 入 是 Hilbert 空间 和 上 的 正常 算 子 ，(C， 
.多 ,BE) 是 与 N 相关 联 的 谱 族 。 对 于 4EoCN)， 如 果 4 的 任意 Bor- 
el 令 域 U，dim E(U) 和 = + cc， 就 称 4 为 六 的 本 质谱 点 ， 否则 
称 和 4 为 NN 的 离散 谱 点 。 全体 本 质谱 点 组 成 的 集合 记 作 cess。 (N ) ， 
一 切 离 散 谱 点 组 成 的 集合 记 作 wa (N)， 它 们 分 别称 做 为 了 的 本 
质谱 集 和 离散 谱 集 。 

根据 定义 显然 有 

o(N) =oo (N) Uosg (lwN)., 《5.5.34》 

定理 5.5.21 设 尽 是 正常 算 子 ， 则 hoEcu(N) 当 有 目 仅 当下 列 
二 式 同 时 成 立 : 

(1》 加 是 oCN) 的 孤立 点 ， 即 存在 ,的 某 个 邻 域 U， 使 得 
UNoCN) = {ho}s 

(2) 4 是 有 限 重 次 的 特征 值 ， 即 dim ker (Nh[-N) 二 + co。 

证 明 ”充分 性 是 显然 的 ， 因 为 当 4 是 有 限 重 次 孤 立 特征 值 
时 ， 3 本 Borel 邻 域 U’,，U’NoN)={h0}, BU Y=E(lD 5 
=ker(4of -ANA)， 必 dim 下 (7 和 < +co。 

兹 证 必要 性 , 设 Ecou(N)， 了 为 如 的 邻 域 ， 使 得 

dim E(U) Y= +o0, 

攻 不 是 0(N) 的 狐 立 点 ， 则 存在 AE0OCN)，n=1,2,*， 
hn 一 4 而且 诸 hn 互 不 相同 。 不 妨 设 hr EU。 取 hw 的 开 邻 域 Kn， 
使 得 诸 K。 互 不 相交 ， 而 且 KnCU，n=1,2,…。 根据 定理 
5.5.19, Vn,E(K.) 头 0。 显然 , 当 7 关 tt 时 ,EB(Ky) 入 与 如 (天 


正 交 ， 改 dim (UK ) 和 = + co， 这 与 所 设 矛 盾 。 关 此 加 必 为 
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oON) 的 孤立 点 。 

又 由 dim 已 ({40) 多 委 dim E(C) 和 <+co， 可 知 和 是 有 限 
重 次 的 特征 值 ， 于 是 定理 获 证 ， 

推论 5.5.22 设 尽 是 正常 算 子 ， 则 心 E aess (N) 当 且 仅 当下 
列 三 个 条 件 中 某 一 个 成 立 ， 

(1) MEcoc(N); 

(2) ho 是 cp(CN) 的 极限 点 

(3) 4 是 无 限 重 次 的 特征 值 。 

习 题 
5.5.1 设 N 是 Hilbert 空间 上 的 正常 算 子 ， 求 证 
(1) 车 poEC(c(CN))， 则 
go(g(N)) = 9 (0 (N)); 
(2) 若 gEC(lo(N)),，yEC(o (yp(N)))， 则 
(yo 9) CN) = yyN)). 

5.5.2 求证 六 是 正常 算 子 的 充 要 条 件 是 |Nx| = |N*x|， 
Vx。 

5.5.3 设 入 是 正常 算 子 ， 求 证 ; 

(1) INI=sup{14|1|4Eo(N)}， 又 车 PP 是 多 项 式 ， 则 

[PN N=sup{lP OW IIAEoN)) 
(2) 对 于 4EZ( 儿 )， 记 
r(A)Asup{ |4| |4eo(A)}, 
则 有 
4 =r(4A+) 。 

5.5.4 求证 二 个 可 交换 正 算 子 的 积 还 是 正 算 子 。 

5.5.5 设 4,BEL( 多 )，0 和 4 过 B， 又 4,B 可 交换 ， 则 A? 
和 有 但 当 4,B 不 可 交换 时 ， 上 述 结论 未 必 正 确 。 

5.5.6 设 六 是 正常 算 子 ， 则 存在 P,96 工 (多 )，P 唯一 ， 
是 正 算 子 ，@ 是 丁 算 子 ， 使 得 
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N= PQ=QP, 
上 式 称 为 NN 的 极 分 解 。 

5.5.7 设 是 局 部 紧 拓 扑 空间 ， 久 是 Hilbert 空间 ， (多 ， 

多 ,5) 是 由 定义 5.5.13 给 出 的 谱 族 ， 求 证 ， 若 4,asE .多 ， 则 
ECA' (A,) =E(A)E(A,), 

5.5.8 设 N 是 正常 算 子 ，E 是 与 N 相 关联 的 谱 族 ， 则 
VBorel 集 4CC,BE(4) 在 由 N,N+* 上 生成 的 Cr 代数 的 弱 闭 包 内 。 
设 SEL(z)，SN=NS, 证 明 SE(A) =E(A)S。 

5.5.9 设 六 是 正常 算 子 ， 求 证 : 

(1) 六 是 西 算 子 和 >a(N)Co0 

(2) 六 是 自 伴 算 子 所 >C(ON)CR9 

(3) 入 是 正 算 子 寺 >0(N)CRi。 

5.5.10” 设 正常 算 子 入 的 谱 集 0 CN) 是 可 列 集 ， 则 多 有 一 个 
正 交 归 一 基 B8= {四 ， 其 中 是 入 的 特征 元 , 并 且 有 Fourier 展 
式 ， 

x= DDY, VXEY, 


yeEB 
其 中 Fourier 系数 (x,y) 除 了 可 列 个 外 均 为 0. 
5.5.11 设 和 NN 是 上 的 正常 算 子 ， 求 证 NN 是 紧 的 充分 必要 条 
件 是 下 列 三 个 条 件 都 成 立 ， 
(1》o(N) 是 可 列 集 ， 
(2) 车 cc(CN) 有 极限 点 ， 它 只 能 是 0， 
(3) 若 4Ea(CN)，4 尖 0， 则 dim E (4 和 <<+co。 
5.5.12 设 和 NN 是 紧 的 正常 算 子 ， 求 证 
(1) 存在 六 的 特征 值 4， 使 得 |4| = Nj 
(2) 车 v9EC(oCN))，p(0) =0， 则 pCN) 也 是 紧 算 子 ， 
5.5.13 ” 设 入 是 正常 算 子 ，E 是 与 入 相关 联 的 谱 族 ， 设 9E 
C(Oo(N))， 记 4=kery, 求证 
kerg(N) = Ran E(w), 
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5.5.14 设 六 是 正常 算 子 ， 设 0 是 开 集 ，c(N)CO，O 的 边 
界 80 是 Jordan 曲线 ， 设 ?在 0(N) 的 邻 域 上 是 解析 的 ， 并且 0 
在 ?的 解析 区 域内 ， 则 


_ 1 _ 
pCN) = | we (zs1 ~ N)-1dz. 


5.5.15 设 和 NN 是 正常 算 子 ，C 为 0(N) 的 一 个 连通 分 支 ， 又 
设 Jordan 曲线 Cp CN), 三 包围 着 C， 并 且 除 了 C 外 全 内 部 没 
有 其 它 谱 上 点， 证明 


BC) = 却 | (zf ~ N)-idz。 
2T 纪 六 


86 在 奇异 积分 算 子 中 的 应 用 


非 交 换 的 C* 代数 远 比 交换 C* 代数 复杂 ， 我 们 不 可 能 在 这 
个 课程 里 详尽 展开 关于 非 交 换 理 论 的 讨论 ， 但 是 我 们 想 介绍 一 个 
例子 ， 说 明 有 些 特殊 的 非 交 换 C* 代数 还 是 有 办 法 化 到 交换 代数 
中 兴 研 究 的 。 
在 上 一 章 ， 我 们 指出 Hilbert 空间 多 = 二 (91) 上 有 界线 性 算 
子 
T=aP+rb(-P)+kK (5.6.1) 


成 为 Fredholm 算 子 的 充分 条 件 ， 其 中 了 是 2(S') 到 自身 的 投影 
算 子 ，4a,bEC(51) 是 (S51) 上 生 法 算 子 ， 而 KK 是 9 上 紧 算 子 。 
这 充分 条 件 是 ， 对 于 每 个 9 
a(ei5) 关 0，b(e'9) 尖 0， ‘(5.6.2) 

现在 来 证 明 这 个 条 件 还 是 必要 的 ， 

为 此 先 考察 乘法 算 子 eaEC (S1) ， 投 影 算 子 尸 以 及 全 体 多 上 
的 紧 算 子 C (和 多) 所 生成 的 亏 ( 杀 ) 内 最 小 亲子 代数 .wo， 则 .xy 还 
是 一 个 C* 代数 。 

但 是 因为 ，(1) C (YS) 不 是 交换 的 ，(2) [a,Pj 关 0。 所 以 


55 


.ex 不 是 交换 的 。 然 而 C (2) 是 上 L( 绑 ) 中 的 关于 对 合 ** 封 闭 的 闭 
(双边 ) 理想 ， 并 且 [a,PJe C (9 )， 我 们 将 用 商 代数 
Bo = .VC (FY) 
来 代替 .or。。.8。 是 一 个 交换 的 带 对 合 的 Banach 代数 ， 具 有 商 模 
如 下 ， 
1E431 = inf 14 一 天 | 。 (5.6.3) 
下 EC(C2G) 


我 们 要 指出 .26 还 是 一 个 C* 代数 。 
定理 5.6.1 设 .是 L(Y) 中 一 个 关于 对 合 封闭 的 ， 包 含 
C (多 ) 的 闲 子 代数 ， 则 多 = .x/C (2) 是 一 个 C* 代数 。 
证 明 因为 
[AJ*=[A*], |A*)=1Al, 
所 以 
: iCAI*I = {CAJI, 


又 因为 多 是 一 个 带 对 合 的 Banach 代数 ， 所 以 
IEAJ*CAISEILATIICAI = LAJN?, 
为 了 证 明 .Z 是 C0* 代数 ， 只 要 再 证 : 


1CAJ*CAJI1[AIJN?, (5.6.4) 
为 此 需要 
引 理 5.6.2 在 定理 5.6.1 的 假设 下 ， 设 4E x 是 关上 的 
一 个 自 伴 算 子 ， 则 
1LA4 = sup{l4114Eces。(4)}。 (5.6.5) 
暂时 先 承 认 这 个 结论 ， 用 它 来 证 明 不 等 式 (5.6,4)。 设 m= 
supf|4112E osess (4*4)}， 应 用 上 述 引 理 ， 有 
m= |[A*AJl, 
记 上 为 与 自 伴 算 子 4*4 相关 联 的 谱 族 。 
对 于 任 给 s 盖 0， 记 
F=E(RMN\(-m-e,m+e)). 
则 是 有 穷 秩 算 子 ， 于 是 ff 以 及 fA*A，AFE C (PY)。 此 外 
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14*4 -FA*A|<m+e, 


由 于 
A*A- FA*A= (A- AF)*(A- AF), 
所 以 有 
JLAJ*LAI] = EA*AI 
(A-AF)*(A- AF)|-e 
=jA- AFl?—e, 
因此 得 到 
EAJ*LAII> ILAD, 
定理 5.6.1 获 证 。 


现在 回 过 来 证 明 引 理 5.6.2 
记 M =sup{|4114E oo6ss (A)}. 
鞠 证 “1LA 委 M2”。Ve>0， 记 
F=E(R\(- M-e,M+e)), 
其 中 是 与 自 伴 算 子 A 相关 联 的 谱 族 。『 是 有 穷 秩 算 子 ， 故 KK 
=4FEC( 多 )， 并 且 
14- AFI<M +s, 


便 推 得 上 [AJ1<M +e。 由 于 = 是 任意 的 。 所 以 1[4]1<M。 
再 证 “1[4]1>M”.。 对 于 s>0， 集合 E(B (- M ,三 )) 各 


与 5 (B (NM, 呈 儿 姑 中 至 少 有 一 个 是 oo 维 的 . 不 妨 设 dimE 
( s(M ,起因 = +oo0, 记 Y1=E(B (M,£))%, 则 对 于 任意 


Iazl= | .oalB:zl?>(M- 二) lzh. 


另 一 方面 ， 对 于 任意 KEC (多 )， 存在 有 穷 秩 算 子 上 ,， 使 
得 上 |K ~ 在 ,二 a/2。 然 而 dim(kerz 帮 ) <+co 所 以 ker 玫 人 门 多 ) 
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中 必 含 有 非 0 元 ， 任 取 其 一 记 作 x。， 则 
HA~ K)xolSNAxol — KE—K,)xol 
>(M-e)lxol, 
这 就 证 明了 
I[AlI>M -se。 
由 s>0 的 任 疮 性 ， 推 得 所 要 的 等 式 1L4J1L= M。 引 理 证 毕 。 
推论 5.6.5 工 (多 )VC (和 ) 是 一 个 Cr 代数 。 

注 ] 这 个 C* 代数 称 为 Calkin 代数 。 利 用 Calkin 代数 可 以 
把 第 四 章 中 刻 划 Fredholm 算 子 的 定理 4.6.5 翻 译 成 ， 

为 了 个 E 工 (和 ) 是 一 个 Fredhoim 算 子 ， 必 须 且 仅 须 [Tj 在 
L(Y)/C (入 ) 中 有 逆 。 

推论 5.6.4 多。= .wo/C ( 知 ) 是 一 个 交换 的 C* 代数 。 

现在 我 们 来 求 多 ,的 极 大 理想 空间 路 。 

定理 5.6.5 MM 守 S1x Z,， 

证 明 对 于 每 一 个 Js 叫 ， 它 唯一 地 对 应 着 多 。 上 的 一 个 可 
乘 连 续 泛 函 9,,。。 注 意 到 多, 中 包含 由 C05) 函数 构成 的 乘法 算 
子 生 成 的 六 闭 子 代数 .多 1!， 以 及 由 {1,P} 生 成 的 * 团子 代数 多 ,。 
将 wy 分别 限制 到 .多 ,， .他 * 上 ， 仍 是 可 乘 连续 泛 函 。 

在 多; 上 ， 因 其 同 构 于 C(S5， 习 9%EF0,2r) 使 得 

<9yj[La]>=a(et2o)。 
在 多; 上 ， ( 它 只 有 两 个 生成 元 [ 门 ,LPJ) 
<qs0: LP I>? 三 <yyos LCP:> 二 <gvLP]>， 
所 以 ，3so=0 或 1， 即 so&e 之 。 使 得 
《go,[PJ> = 8 
这 样 我 们 已 经 建立 了 MC~> 3Sx 忆 ,的 对 应 ， 廊 F (et ,80)。 出 
于 多 1,.2s 张 满 了 .多 0， 所 以 这 个 对 应 是 一 一 的 。 

再 证 这 个 对 应 是 在 上 的 。 对 于 任 给 (e'o,s0)ES!'x%W,， 作 

Yo 上 的 连续 可 乘 泛 困 如 下 ， 
<ypos P> = 80, 
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<po,4a> = a(e'0), 
<posK>=0, YKEC(), 
这 个 go 诱导 出 多。 上 的 一 -个 可 乘 泛 函 2o， 又 因为 
leol < IPI= 1EPIl, 
lalei®°) | lal = 信人， 
所 以 Bo 还 是 连续 的 ， 它 对 应 着 一 个 hE 哆 。 
应 用 引 理 5.3.2，3 与 $1x 之 同 腺 。 定 理 得 证 。 
现在 同 到 本 节 开 始 所 述 的 问题。 设 卫 =aP+DC-P) + 天 ， 
如 (5.6.1) 式 。 我 们 来 确定 LTJe 多 的 一 个 Gelfand 表示 。 在 这 
个 表示 中 取 定 
Toa (ei?,e) =a(e'®), TLP])(e'? ,0)=1, 
则 有 
TETH) ei? ,0) =T (TaP]) (et ,0) 
= 了 ([a]) (et ,0T(LP]) (ei® ,0) 
=al(ei?), 
TET Ce'®,1)=T(6( — P))]) (es2 ,1) 
=T([b]) Ce'*, DT PD (ei?.,1) 
=b(e's), 
如 此 即 得 
定理 5.6.6 为 了 (5.6.1) 式 中 的 算 子 了 是 Fredholm 算 子 必 
须 且 仅 须 ， 对 于 Y8 
a(ei9)- 关 0， bei2) 二 0。 

证 明 ”充分 性 已 在 第 四 章 定理 4.6.10 中 证 过 。 

必要 性 。 为 了 人 是 Fredholm 算 子 ， 按 注 1，[T] 在 Calkin 代 
数 工 (有 多)/C (多 ) 中 有 赣 。 后 者 是 一 个 C* 代数 。 而 .Zo 是 它 的 一 
个 关于 对 合 封闭 的 交换 C* 子 代 数 。 根 据 引 理 5.5.2，[Z 门 在 .9 
中 有 逆 。 注 意 到 .多 ,与 C(Six Zas) 是 * 等 距 在 上 同 构 的 ， 从 而 
(LTD]) 在 CCS!1x 名,) 中 有 逆 , 这 蕴含 了 ale' ) 隆 0，b(e'5) 尖 0， 
6 成立， 定理 证 毕 。 
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第 六 章 无 界 算 子 


我 们 以 往 讨 论 过 的 线性 算 子 大 多 是 有 界 的 。 但 是 在 分 析 党 和 
数学 物理 学 中 许多 重要 的 线性 算 子 并 不 有 界 。 例 如 二 (27 上 的 微 
分 算 子 ， 其 中 0CR"， 又 如 量子 力学 中 的 Schrodinger 算 子 ， 
-A+V(x)， 其 中 人 是 及 ?中 Laplace 微分 算 子 ， 它们 都 不 是 有 
界 的 。 因 此 认识 和 掌握 无 界 算 子 的 理论 十 分 重要 。 本 堂 将 着 重 研 
究 无 界 自 伴 算 子 ， 讨 论 它 的 谱 理 论 ， 还 讨论 自 伴 扩张 和 自 伴 扰动 
理论 。 此 外 还 将 讨论 无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 和 无 界 算 子 序列 的 收 
敛 性 ， 


31 闭 算 子 


对 Banach 空间 上 的 有 界线 性 算 子 我 们 引 过 了 算 子 范 数 ， 在 
讨论 有 界线 性 算 子 的 性 质 时 ， 算 子 范 数 曾 起 了 十 分 重要 的 作用 。 
可 懂 Banach 空间 上 的 无 界线 性 算 子 不 存在 算 子 范 数 ， 这 就 迫使 
我 们 从 另外 的 角度 人 手 ， 通 过 考察 算 子 的 图 ， 引 入 闭 算 子 概念 ， 

设 多 ,多 是 Banach 空间 ， 则 乘积 空间 2 x 多 也 是 Banach 空 
间 ， 它 的 范 数 是 1<x,y>1= xj]z+lyly,， Vv<x,yE2x YY。 

定义 6.1.1 设 名 ,9 是 Banach 空间 ， 了 是 一 个 线性 算 子 ,其 
定义 域 DCD)C 是 台 的 一 个 线性 子 空间 ， 其 值 域 RCT)C YZ。 
我 们 称 乘 积 空 间 2 x 多 上 的 线性 子 空间 

T(T)={<x,Tx>E 2 x 9 1xEDT)} (6.1.1) 
为 线性 算 子 了 的 图 。 如 果 图 了 (7 在 2 x 9 中 是 闲 的 ， 就 称 算 子 
工 是 闭 的 。 

设 Ti7。 是 两 个 多 到 9 的 线性 算 子 ， 如 果 TC(T,) CT(T,)， 

就 称 T, 是 五 的 一 个 扩张 算 子 ， 记 作 TCT,。. 
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对 于 线性 算 子 了 ,车 存 在 扩张 算 子 S7T ,使 得 [GT) = 了 (S)， 
就 称 人 是 可 闲 化 的 ，S 称 为 了 的 闲 包 ， 记 作 S =， 

注 1 为 了 从 DG)C 到 RDCY 的 线性 算 子 工 是 闭 
的 ， 必 须 上 日 仅 须 下 列 命题 成 立 ， 

车 xnED(T)，xn 一 x( 在 空间 名 内 )， 又 Txn~>y 《在 空间 多 
内 )， 则 xEDCT)， 而 且 y= Tx。 

汪 2 为 了 研究 闭 算 子 ， 可 以 引 人 图 模 : 

Lx0 人 |xlz + ITxly, vVxeD0O)， (6.1.2) 


其 中 1 .1-、1 。 1， 分 别 是 多 ,多 空间 上 的 范 数 ， 

不 难 验证 ， 线 性 算 子 了 是 闲 的 当 且 仅 当 〈D(T) ,0 .四 是 一 : 
个 Banach 空间 。 换 名 话说 线性 算 子 了 是 闲 的 充分 必要 条 件 是 它 
的 定义 域 DCT) 在 关于 人 的 图 模 [。0 下 是 完备 的 。 

注 35 并 不 是 每 个 线性 算 子 了 都 可 以 闭 化 , 因为 工 (7 未 必 是 
另 一 个 线性 算 子 的 图 。 关 于 可 闭 化 性 有 下 列 判 别 准则 ， 线 性 算 子 
是 可 闭 化 的 ， 充 分 必要 条 件 是 下 述 命题 成 立 ， 车 zwE DCT)， 
满足 xa 一 0( 在 乡 内 )，Txs>y( 在 内 )， 那 么 必 有 y=0( 即 若 
C0,yy ETO), 则 y=0). 

闭 算 子 有 下 列 简单 性 质 ， 

(1) 若 T 了 是 一 一 移 闭 算 子 ， 则 T-' 也 是 闲 的 : 

(2) 车 了 是 闭 算 子 ， 则 T 的 核 N(T) 会 {x€E 81Tx=0} 是 名 
中 的 闭 集 ; 

(3) 若是 可 闭 化 算 子 ，5 是 一 个 闲 算 子 ，TCS, 则 PCS. 
这 就 是 说 可 闭 化 算 子 的 闲 包 是 它 的 最 小 闭 扩张 ; 

(4) 设 了 是 一 个 闲 算 子 ， 又 设 DC(T) = 名 ， 则 根据 闭 图 定理 
知 工 是 有 界 的 。 

由 性 质 (和) 可知 ， 对 于 闭 算 子 来 说 ， 有 兴趣 的 是 D(T) 关 2 
的 情形 。 为 此 先 假设 DCT) 是 多 中 的 稠 集 ， 即 DCTJ = 如。 满足 
这 个 条 件 的 线性 算 子 7 称 为 稠 定 算 子 。 对 于 闭 算 子 T， 我 们 往往 
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假定 它 是 稠 定 算 子 ， 因 为 我 们 总 可 以 把 它 的 定义 域 所 在 的 至 间 宅 
:缩小 到 它 的 定义 域 的 闭 包 DP(T) 来 考虑 。 
下 面 引 入 稳定 算 子 的 共 罗 算 子 概念 ， 
定义 6,1.2 设 了 是 多 到 .多 上 的 稠 定 算 子 , DCT)》 是 它 的 定义 
域 ， 记 
J]x*E +*， 使 得 YxE DCT)， 
DT*) ={we tk Te } 


(6.1.3) 
其 中 儿 *，9Y* 分 别 表示 和 多， 多 的 对 侦 空 间 。 令 
T*, yx*, YY 3y 和 EDD(T*#)， 
. 则 称 T* 为 荆 的 共 罗 算 子 ，DPCT*) 为 T* 的 定义 域 。 

注 4 因为 DT) 在 多 中 稠密 ，T*# 唯一 确定 。 定义 中 的 等 式 
Cy*,Tx) = (xx sx) 是 线性 的 ,因此 了 * 也 是 线性 算 子 。 著 知 是 一 个 
Hilbert 空间 ， 多 = 9 = ， 则 (6.1.3) 式 可 改写 成 
3My>0， 使 得 VxEDC)， 

[TXT 

T 与 7T* 的 关系 可 以 通过 图 来 考察 。 设 <*,x*>E YX 
<y,X>E YX 多， 我 们 令 

(CYy*, Xx*>, CY, XI) = Cy*, YY + (x* ,x), 
表示 空间 ZY* Xx 2* 与 ZX 人 名 的 对 偶 ,。 记 V， 《xDF< 一 yxX>， 
则 是 多 x 多 到 9 x 多 上 的 线性 等 距 上 映射 ， 称 为 转动 映射 。 图 
T(T*) 是 多 xc 内 的 线性 子 空间 ， 并 (人 IT 是 .2 x 纪 内 的 线性 
子 空间 ， 因 此 VT(T) 是 名 Xx 辟 内 的 线性 子 空间 ， 于 是 我 们 可 以 
考察 775 中 点 与 VD 中 点 的 对 偶 ， 由 (6.1.3)? 式 中 等 式 可 知 
<y*,x*>ETCT*) 必 须 且 仅 须 


CKy*,x*>, V<x,TXx>) =0, vxED(T) 


Dor» = {ye | | 《6.1.4) 


即 
TT =+CVT(T)), 《6.1.5) 
由 此 可 得 
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定理 6.1.3 ”任何 稠 定 算 子 了 的 共和 统 算 子 T*+ 总 是 闭 的 。 而 且 . 
当 了 了 CT。 时 了 CTY。 

此 外 还 有 

定理 6.1.4 设 和 娩 是 一 个 Hilbert 空间 ， 了 是 多 到 自身 的 称 
定 线性 算 子 ， 则 
了 可 六 化 “<e> T* 稠 定 ， 
此 时 轴 = 了 ##。 
证 明 “< 一 ”因为 了 * 稠 定 ， 故 了 ** 是 多 到 其 自身 上 的 闭 
算 子 ， 并 且 
TOT**) = +VTT*) = :VVICT) 
=+CVT OT =+ OTT)) = TT), 

“一 >” 设 T 了 可 闭 化 ， 倘 车 DC*) 不 稠 ， 则 必 有 如 EY ， 
yo 关 9， 使 得 yoE DCT*Y)。 从 而 <yo,90>E TT(T*)。 显然 《0,y0> EE 
:VACT*)。 这 说 明 :YTCG 3 不 可 能 是 某 个 线性 算 子 的 图 。 但 是 
(TP) = 了 07) =+VTCT*)、 得 出 矛盾 ， 故 7* 是 稠 定 算 子 。 定 理 
获 证 。 

注 5 ”车 了 是 Banach 空间 多 的 子 集 DG ) 到 自 反 Banach 空 
间 %& 的 稠 定 算 子 ， 则 上 述 定理 仍然 正确 ， 此 时 

T=Jy'T**],, 
其 中 1 -，77 分 别 是 和 -和 和 以 及 多 一 > 9Z** 的 自然 映射 。 
定义 6.1.5 设 庆 是 一 个 Hilbert 空间 ， 了 是 多 到 自身 的 一 
个 线性 稠 定 算 子 。 车 7T* 是 了 的 扩张 了 CT*， 则 称 T 是 对 称 的 ， 
堵 了 =7*， 则 称 工 是 自 华 的 : 阁 全 可 闭 化 ， 且 是 自 伴 移 , 则 称 
了 是 本 质 自 伴 的 。 
从 定义 可 见 ， 为 了 笛 定 线性 算 子 工 是 对 称 的 ， 必 须 且 仅 须 
Vx,yE D(T)， 有 
Tx,y) = (x, TY), 《6.1.6) 
其 中 (。,。) 表 示 多 空间 内 积 。 
因为 DCT)CDCT*) ,对 称 算 子 的 共 斩 算 子 总 是 稠 定 的 , 因此 : 
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对 称 算 子 总 是 可 闭 化 的 。 

浅 6 ”对 于 Hilbert 空间 上 有 界线 性 算 子 ， 自 伴 与 对 称 是 同一 
个 概念 。 但 是 本 合 讨 论 的 是 无 界线 性 算 子 ， 此 时 要 注意 自 伴 与 对 
称 的 区 别 。 为 了 T 想 自 伴 的 必须 且 仅 须 

(1> DT = DCT*), 

(2) (6.1.6) 式 成 立 。 
也 就 是 说 了 自 伴 的 充分 必要 条 件 是 工 对 称 而 且 DCT) = DCT*)， 

注 7 设 T 是 自 伴 算 子 ，S 是 对 称 算 子 ， 而 且 TCS， 则 
区 =S。 这 是 因为 TCS=>TCSCS*CT*， 歼 S=S5*=T*= 了 ,这 
表明 自 伴 算 子 是 它 自身 的 极 大 对 称 扩张 。 

若是 本 质 自 伴 的 ， 则 它 只 有 唯一 的 自 伴 扩 张 于 

例 6.1.6 考察 LC0,1] 上 的 常 微分 算 子 了 =- 人 ir， 没 
Dr) = CS[0,1]， 则 

(1) 了 是 稠 定 对 称 算 子 。 事 实 上 , Yu,vE D(CT) ,由 分 部 积分 


Tu = (I) 
=《 一 17 下 十 1 人 7) | +|. 4d(- a 
=|[ a( -De )a 
= (1 77 


(2) 工 不 是 闭 算 子 ， 但 是 可 闭 化 。 
考察 与 了 的 图 模 等 价 的 模 


ou0= (f ar 人 pm) ， 
由 Poincare 不 等 式 (1.6.9)， 它 等 价 于 如 (0,1) 上 的 模 
lulaaro, =(|. Ii ede) ? 
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其 中 和 是 广义 导数 。 因 为 DCT) 至 感 E[0,11， 所 以 D(T) 在 图 模 下 
不 闭 ， 故 7 不 是 闭 算 子 .但 是 了 可 以 闲 化 ， 易 知 它 的 闭 包 是 
DOT) = HYCO0,1, 


Vi 
C3) 关于 共 力 算 子 7*。 我 们 指出 
DOT*) = {u€E L200,11|32ue Pr0,1} 
T*u=—~9u, VueDT*). 
事实 上 ， 对 于 任意 的 ue [0,1],，vE C3[50,1]， 


CU, TU) = (~ u,v), 


根据 DCT*) 的 定义 (6.1.4) 式 ， 知 ue DOT*) <> -ue L270， 
1]. 
于 是 了 不 是 自 伴 算 子 ， 也 不 是 本 质 自 伴 算 子 。 
例 6.1.7 设 0CR" 是 边界 光滑 的 有 界 区 域 ， 考 察 Hilber 
空间 LCQ) 上 的 偏 微 分 算 子 了 = Pm (CD)， 其 中 
De = (~ 1)1°19" 1 7, 


Pn (21, 司 ,Zn) 是 常 系数 椭圆 型 多 项 式 ， 
algl"<Pn tMIEN", 
VtEC", 其 中 a,M>0,. 令 DP(T)=05(0)。 
(1) 了 工 是 稠 定 对 称 算 子 。 
《2) 了 的 图 模 
QU = ul + PD) ul sc0) 
对价 于 usw， 因为 了 H5C0) 真 包含 C5(9), 所 以 了 不 是 闭 算 子 ， 
但 是 可 以 闲 化 ， 其 闭 包 是 
FTF=Pn(D), DOT) = 五 (2)， 
其 中 已 是 广义 导 算 子 。 
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《3) 了 的 共 力 算 子 T*， 

DOT*) ={aEEL2CO)1PnCD)UE 天 (2))， 
T*uy= Pa(D)u, Vu€EDT™), 
故 T 了 既 非 自 伴 亦 非 本 质 自 伴 。 

注 若 Q=RR"， 则 T=T*，D(T) =H"(R")， 于 是 了 是 本 
质 自 伴 算 子 。 

习 题 

6.1.1 求证 Hilbert 空间 上 每 个 有 界 算 子 是 可 闭 的 。 每 个 有 
狠 秩 可 闭 化 算 子 是 有 界 的 。 

6.1.2 求证 注 2 中 叙述 的 命题 , 邑 线 性 算 子 荆 是 闭 的 充分 必 
要 条 件 是 了 DCT7) 在 图 模 下 完备 。 

6.1.3 设 了 是 可 闭 化 的 算 子 ， 求 证 

T*=T*, 

6.1.4 设 了 是 Hilbert 空间 上 的 线性 稠 定 对 称 算 子 ， 证 明 

(1) 全 是 闭 的 寺 >T =T**CT*， 

(2) 工本 质 自 伴 寺 >TCT** = 了 T 了 *， 

(3) TT 是 自 伴 的 寺 >T=T**=T*, 

6.1.5 设 了 是 Hilbert 空间 多 上 的 稠 定 算 子 ,证 明 DOT*) = 
{0} 当 且 仅 当 TO) 在 PP x 多 中 稠 。 

6.1.6 命题 “ 设 了 是 多 中 笛 定 算 子 ，VxEDGT)7， 有 (CTx， 
Xx) =0， 则 Tx=0，YxEDCT)” 是 否 正 确 ? 

6.1.7 设 2,Y 是 Banach 空间 ，. 多 是 自 反 的 ， 了 是 多 到 .9 
的 稠 定 线性 算 子 。 证 明了 可 闭 化 的 充分 必要 条 件 是 了 * 为 稠 定 算 
子 。 又 记 22 到 人 2** 的 自然 投影 为 Jo, 9 到 9** 的 自然 投影 为 Jr， 
证 明了 可 闭 化 时 T=J3! T**]。。 

6.1.8 设 了 为 及 :上 有 界 可 测 函 数 ， 但 是 j& 与 (及 D)。 令 


D-{verRy lieowen lar<oo } 设 加 EL:(R!) ， 定 
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义 
Ty= (f ,Ph, VyED, 
求证 了 稠 定 ， 求 出 了 *。 
6.1.9 设 了 是 了 ilbert 空间 多 中 的 线性 算 子 ， 定 义 它 的 核 
NGD)={(zEDOIT)IFx=0。 证 明 
(1) 若 DGCD 在 多 中 稠密 ， 则 
NT*) = RCT):N DOT*), 


《2)〉 若 本 是 闭 算 子 ， 则 
NCT) = RT MDT), 


6.1.10 设 T 是 上 的 线性 算 子 而 且 是 一 一 的 考虑 关于 工 

(1) 工 是 闭 算 子 ; 

《2) 7Z 的 值 域 是 稠 集 ; 

《3) 工 的 值 域 是 闭 的 ， 

(4) 32>0， 使 得 1Txl>>oelxl，YxEDGT)。 
求证 ， 

(a) 条 件 (1) ,(2) , (3) 草 含 条 件 (4)3 

(b) 条 件 (2) , (3) , (4) 蓝 含 条 件 (1)3 

(ec) 条 件 (1) , (4) 莉 含 (3) 。 

6.1.11 设 多 = 天 [0,1]， Ti = 条， Ts,= 1 

DOT1)={u€E | 4 绝对 连续 }， 
DO) ={u€E P14u(0) =0，14 绝 对 连续 }， 
求证 了 ,了 7, 均 为 闭 算 子 。 

6.1.12 设 多 是 可 分 Hilbert 空间 ,{ev}y=-， 是 它 的 归 一 正 交 
基 . 设 4€ 罗 ，4 不 是 {evj3-: 的 有 穷 线性 组 合 。 令 隔 为 {enjsm 
以 及 a 的 有 穷 线 性 组 合 ， 在 DD 上 定义 线性 算 子 

T (Pat+ Bo) = ba, 
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上 式 求 和 号 中 只 有 有 限 个 a; 不 为 零 。 求 证 <a,a>ET(T)，<a,0> 
ErGT) ,因此 三 (7 不 是 某 个 线性 算 子 的 图 。 
6.1.13 设 各 = 避 令 
- 本 N 
DT) ={ae2l 3N 使 得 当 m>N,as=0， 同时 >)o=0]. 
j=0 
对 于 4aED(T), 令 Tae2? 
Ton= (Da + Dya,) 
j=0 ， j=0 “ 
求证 ， 1 
(1) 了 是 稠 定 对 称 的 
(2) RCT + 在 中 秽 密 ， 
(3) (1,0,0,°) EDOT*), 而 且 
(T*+1) (1,0,0,°.) =0。 
6.1.14 设 T 是 OS 上 对 称 算 子 ， 定 义 域 为 D， 设 DICD,Di 
是 稠密 线性 集 ， 记 TT1p, 为 算 子 了 在 Pi 上 的 限制 。 若 工 | ,是 本 


质 自 伴 的 ， 求 证 工 是 本 质 自 伴 的 ， 并 且 丈 = 了 | . 
6.1.15 设 略 =Z2(RD， 令 


DOT) = uex|| x’|uCx) |2dx<o0 }, 


对 于 UE DO)， 令 (Tu) (Cx) =xulx)。 说 明 是 无 界 算 子 并 且 证 
明代 是 闭 的 ， 
6.1.16 设 了 是 多 上 笛 定 闭 算 子 ， 求 证 ， Ya;,pE 多 ， 方程 
组 
| TxX+y=a, 
x+T*y =b 


有 了 唯一 解 xE DC(T),，yE€E DO *)。 
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$2 Cayley 变换 与 自 伞 算 子 的 谱 分 解 


2.1 Cayley 变换 
设 A 是 Hilbert 空间 多 上 的 一 个 对 称 算 子 ， 则 显然 有 下 列 等 


式 

1CA tiDal:= 1Axl + lx, (6.2.1) 
事实 EL，1(4+:Dzl= CCAt1Dx，(A+ti1)x)， 展 开 括 号 即 得 
上 式 . 由 此 可 见 


命题 6.2.1 ker(A+i1) ={0) 

命题 6.2.2” 当 A 是 闭 对 称 算 子 时 ， 值 域 RCA+t11) 必 是 闭 
的 。 

还 有 下 列 Fredholm 结论 ， 

命题 6.2.5 若 4 是 对 称 算 子 ， 则 

kerCA*+11) = RCATFIT)! (6.2.2) 
证 明 设 yE ker(A*+11)， 则 yEDCcA*)， 而 且 
(CA-1Dx,y) = (x, CA* +i1)y)=0 

对 于 YXE DCA) 成 立 ， 从 而 YE RC(A-11):， 所 以 ker(A* +17) 
CR(A-1iD):, 

反之 ， 设 YE RC(A -11)+， 这 表明 对 于 VxED(C4),， 有 ((4- 
i1)x, 引 =0， 从 而 yE DCA*)， 且 有 (x,(A*+iDy)=0,， VXxE 
D(A)。 因为 D(4) 在 居中 稠 ， 故 有 ywEker(A*+iI) ， 推 得 
kerCA* +11)ORCGA- 11)1., 

于 是 证 明了 ker(A* +11) = RC(A -~ 11)!, 辣 理 可 证 得 ker(A* 一 
11) = RCA +11)+:。 命题 证 毕 ， 

特别 地 ， 兴 kerCA* 二 1J)= {90},， 则 RCA 和 11) = PY. 

联合 命题 6.2.1， 命 题 6.2.2 与 命题 6.2.3 可 以 推 得 下 列 自 伴 
算 子 判别 准则 ， 

定理 6.2.4 设 A4 是 Hilbert 空间 上 的 对 称 算 子 ， 则 以 下 三 
个 命题 等 价 ， 
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(1) 4 是 自 伴 算 子 ; 

(2》 4 是 闭 算 子 且 ker(4Y* 土 1) = {9}s 

(3) R(A 于 iT7) = PP。 

证 明 设 4 是 自 伴 算 子 ， 由 命题 6.2.1 得 到 Ker(4* 土 1) = 
{9}， 由 定理 6.1.3 知 4 是 闭 笑 子 ， 于 是 (2) 成 立 。 

现在 设 (2) 成 立 ， 即 4 是 汝 算 子 且 ker(4A*+11) = {90}, 由 命 
题 6.2.2 知 RC4+t1D) 是 闭 和 的， 又 由 命题 6.2.3 知 R(ATFT11) = 
ker(4*+ 土 1 门 : = PY。 故 (3) 成 立 。 

现在 设 (3) 成 立 ， 即 R(AT 11) = 多 ， 由 命题 6.2.3 知 ker(A* 
土 !1) = {0}。 由 于 4 是 对 称 的 ， 要 证 明 4 自 伴 ， 只 要 证 明 DCA") 
CDP(A)。 设 ye D(A*)。 由 条 件 (3)，3zE D(A)， 使 得 

(A*TF1l)Yy = (AF 


但 是 因 ACA*， 所 以 
(A*FtI) (y -2) =0。 


这 便 锥 得 y=zED(4)。 故 4 是 自 伴 的 。 定理 获 证 。 

推论 6.2.5 设 A 是 Hilbert 空间 上 的 对 称 算 子 ， 则 以 下 三 个 
命题 等 价 ， 

(1)》 4 是 本 质 自 伴 的 ; 

(2) ker(A* t+1[1) = {0}; 

(3) RCAF1D = 

证 明 留 给 读者 作为 习题 。 

定理 6.2.6 设 4 是 Hilbert 空间 PY 上 一 个 闭 对 称 算 子 , 邻 

LV 会 (4-2D(4+2D75 (6.2.3) 

虽 忆 是 RC4+I7D 到 R(4-1D) 的 等 距 在 上 闲 线 性 算 子 ， 特 别 地 ， 
车 4 是 自 伴 算 子 时 ，U 是 多 上 的 西 算 子 。 

注 ”由 命题 6.2.1 知 当 A 对 称 时 ，(A + 订 )-! 可 定义 ， 它 是 
R(A+11) 到 D(A) 的 对 称 算 子 ， 因 此 算 子 口 可 定义 

证 明 ”观察 下 图 
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从 


yERCA+TI)-— ze RCA- IIT) 


由 命题 6.2.1，A4 寺 红 是 一 一 的 。 如 图 所 示 我 们 有 
(A +1I)x = y, 
{ (A-1D)x=2, 
联合 等 式 (6.2.1)， 得 到 
yl?= 1 CA+i) zx? = 1AxN?: + xh:, 
lzl*= 1 CA- 1 xl = 1Axh + fxl, 
天 1vi=1zh， 所 以 Uy=z 是 R(A+ID) 到 R(A~1D) 的 等 距 在 上 
线性 算 子 。 
下 面 证 明 U 是 闭 的 , 设 ynER(AT11)，yn 一 yy 而 且 zn= 
Uyn 习 z， 要 证 明 yER(A+11)， 且 z=Uy。 现在 令 xn€E YP， 满 


足 方 程 (4+1Dxa=yn， 则 (4 一 J)xn = zo。 于 是 xa = 闸 (Yn 一 zn) 


(6.2.4) 


_»l 一 = 工 一 = 工 -> 上 
pT 2)。 eax=(y 2)。 又 Ax, 5 (Yn + 2n) 2 (V+?), 


由 于 A 是 闭 算 子 , 知 *eED(A4)， 而 且 Ax= 吉 (+x)。 由 此 可 得 
y= (A+IDD)x,， 2= (A~iD)x。 所 以 yER(A+1D) 且 z=Uy。 故 U 
是 闭 算 子 。 

特别 地 当 4 是 自 伴 算 子 时 ，R(A+:1) = ZZ， 而 党 到 自身 的 
等 距 在 上 线性 闭 算 子 必 是 酉 算 子 ， 因 此 局 是 再 算 子 。 

定义 6.2.7 设 4 是 多 上 一 个 对 称 闲 算 子 ， 等 距 算 子 

U= (A-11) (A+1D)7! . (6.2.5) 
称 为 4 的 Cayley 变换 ， 
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车 记 .x 为 Hilbert 空间 多 上 全 体 对 称 闲 算 子 组 成 的 集合 ，2 
为 和 上 全 体 等 距 闭 线性 算 子 组 成 的 集合 ， 于 是 Cayley 变 换 是 从 
集合 .x 到 集合 多 内 的 上 映射。 这 个 映射 是 一 一 的 。 事 实 上 ， 从 UU 可 
以 解 出 A。 利 用 关系 式 (6.2.4)， 得 到 


Ax= 训 (+U)y, 
(6.2.6) 
1 


因为 ker(A+ 订 ) = {0} ,x 与 y 间 对 应 是 一 一 的 ,因此 (1- CD) 一 存 
在 ， 肥 1gop(U)， 并 且 R(-U)=D(A)。 于 是 
y=2i(T -UU)-!, 
代入 (6.2.6) 的 第 一 式 ， 即 得 
AxX=i(T+U)(T-U)-ix, 
这 样 我 们 得 到 

推论 6.2.8 Cayley 变换 是 .xx 到 内 的 一 一 映射 。 当 U 是 4 

的 Cayley 变换 时 ，IE& op (U)，RC -UVU)=D(A)， 而 且 
A=id +U) UU-0-, (6.2.7) 
上 式 称 为 U 的 Cayley 反 变换 。 

推论 6.2.9 设 4E.w，L7 是 4 的 Cayley 变换 ， 则 1Eo(D) 
充分 必要 条 件 是 4 是 有 界 自 伴 算 子 。 

证 明 根据 (6.2.6) 式 

1EP(U)<e-> 习 常数 M， 使 得 | 纪委 MHzl。 

车 1Ep(U)， 还 是 由 (6.2.6) 式 ，1Axj= 译 IT + 0Dy<<Iyl 
<<MIx1， 推 得 A4 有 界 。 因 为 4 是 对 称 的 ,所 以 4 是 有 界 自 伴 的、 
反之 ， 若 4 有 界 ， 由 (6,2.4) 式 ， yl 二 d4+1)1Ixl。 故 1E 
P(U)。 推论 获 证 ， 

下 面 给 出 无 界 算 子 谱 的 定义 。 

定义 6.2.10 设 罗 是 一 个 Hilbert 空 间 ，4 是 多 上 一 个 闭 算 
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子 ， 定 义 
ker(z/— A) = {0}, R(zT— A) -| 


os {sec| (zI— A)-i€EL(%) 


(6.2.8) 

p(4) 称 为 闭 算 子 4 的 预 解 集 ，2(4) 中 的 点 称 为 正则 点 。o(4) 在 

C 中 的 余 集 称 为 4 的 谱 集 ， 记 作 oC4hA)。o(4) 中 的 点 称 为 4 的 谱 
当 4 是 多 上 可 闭 化 算 子 时 ， 定 义 


o(A) =o(A). 


定理 6.2.11 若 A 是 自 伴 算 子 ,， 则 oCA) CR 

证 明 ”由 命题 6.2.1 及 定理 6.2.4 知 +t1E p(A)。 只 要 用 4=4 
+ 地 0 代 起 土 !, 命 是 6.2.1 及 定理 6.2.4 仍 然 成 立 , 故 4E po(4) ， 
所 以 o(4)CCR!。 定 理 证 毕 

2.2” 自 伴 算 子 的 详 分解 

为 了 建立 自 伴 算 子 4 的 谱 分 解 ， 我 们 首先 构造 与 它 对 应 的 谱 
族 。 为 此 ， 利 用 它 的 Cayley 变换 U0 的 谱 族 {fo} ( 见 第 五 意 §5 
(5.5.29) 式 )。 作 变换 14= -ctg， 令 


E,=PF,. (6.2.9) 


利用 {Ff} 的 谱 族 性 质 ， 推 得 ， 
(1 VY 4E 民 '，E， 是 投影 算 子 ， 
(2) 当 NA , EE,,; 

(3) E, +0 会 s — EmE2'— Ess 


(4) E_, 人 Ss— lim E,=s-limF,=0; 
A a10 
(5) Bs 会 s— limB,=s- limF,=1, 
和 一 二 A9t2n 
其 中 s - lim 表示 算 子 的 强 极 限 (因为 1g0p(U)，68 二 2x 是 U 的 
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连续 谱 点 ， 故 - lim F,=F,ro= Fr = 71), 
Gt2n 
因此 (BR: ,多 ,BE) 是 一 个 谱 族 。 于 是 根据 第 五 章 8$5， 对 于 
VgEB( RD (Ri 上 有 界 Borel 可 测 函 数 集合 )，YVPEAN， 积 分 


“4 = .9 02)dE，,，( 依 算 子 范 数 下 的 一 .极限 ) 是 有 意义 的 ， 并 
且 对 于 VxE 党 ， 


loxl = (| ecDagsz,| $0 dE. «) 
nh n 
-| | BOUTS dE x, dE,, x) 
一 名 一 人 


=| leco Palgizl。 


注意 到 条 件 


0=B_.=s- limBE,, T=E,,=s- lim E,, 
4 ht 


一 一 oo 


所 以 VxE NY，YPEN， 当 n->co 了 肝 ， 


(As— Ansn)xl:= | ， ,19CD alEizl?->0， 


a<|lAl<n 
于 是 可 以 定义 
$A ,bas— lim| $AE,, (6.2.10) 


rR! 
映射 9( 力 Bp(4) 是 有 界 Borel 可 测 函 数 集 B( 肥 5 到 (和 
内 的 一 个 * 同 态 ， 满足 
[ocxl:= | BdlEsxl?, 6,2.11) 


并 且 还 具有 下 列 性 质 
(1) [$CA) | 0) lo) cri)s 
(2) 当 98(4) 是 实 函 数 时 ， p(tA) 是 自 伴 的 (因为 An 是 自 伴 
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的 )， 
(3) 设 br(DEB(RD，19oil 和 M<co，1=1, 2 而 且 
bi (一 汶 (0)，a.e， 则 由 控制 收敛 定理 
s- lim $;(A) = 由 (4)。 | 
以 下 我 们 还 要 把 这 个 同 态 扩张 烈 无 办 Borel 可 测 函 数 集合 
到 (无 界 ) 团 算 子 集合 之 间 的 “ 同 态 ”对 应 
因为 任意 Borel 可 测 函 数 $ 是 一 列 有 界 Borel 可 测 邱 数 


pA), 当 1$ (0) | en, 
n(\) = 6.2.12 
oO = 0 其 余 处 ， (6.2.12) 
n=1,2,.…， 的 点 点 极限 。、 我 们 自然 希望 通 过 $a(4) 的 极限 来 定 
义 8(A4)。 麻 烦 的 地 方 在 于 ， 如 何 确定 $(4) 的 定义 域 , 并 且 这 个 
极限 的 意义 是 什么 ? 
引 理 6.2.12 令 


Es={ ze | IlaEsshp<%}, (0.2.13) 
则 BE。 是 笛 集 ， 并 且 对 于 任意 的 xE BE， 极限 
lim 路 (4)xX 
存在 . 
证 明 (1) 令 
Fs= {hE RIG Den), 


n=1,2,°, 则 Xx, (4) NCTE,,. 
事实 上 ，、 对 于 任意 的 XE Xxp,(4) PY， 由 定义 


[80% pafeixPsmlzp< + oo. 


而 Xz, (4) 一 1]，a.e. 当 n>co。 应 用 上 述 性 质 (3)， 即 得 
limyr (4A)x=x， 从 而 Es 在 多 中 稠 。 


75 


(2)》 对 于 任意 的 xE EB,， 再 应 用 (6.2,11) 式 
Hp, (A)xX— pnrp (A)xl? 


= {10 -usaCD [rdlEaxh 


=-| 1 C0) 2a]E,x)?->0, 
Ra) a) <n+p 


当 n> 22>。 所 以 极限 lim g (A)x， 当 xE BE。 时 存在 。 引 理 获 证 ， 
于 是 ， 对 于 任意 (无 界 ) Borel 可 测 函 数 ， 可 以 定义 
$4) =s— limp, (A) , (6.2.14) 
D(G (A)) = EF,, (6.2.15) 
并 且 ， 将 此 极限 记 成 
$4) = ,$04E,. (6.2.16) 


下 面 ， 我 们 来 考察 这 样 定义 的 算 子 %(4) 的 性 质 。 显然 ， 
4(4) 是 一 个 线性 稠 定 算 子 。 此 外 % (4) 还 是 闭 的 。 这 是 因为 
D (gp (A)) 按 图 模 

[= (xl? + 1@ eA) x)?) /2 


=( rwlyae,rl)’” 


是 完备 的 。 事实 上 ， 设 {x%} 是 D(8 (4)) 中 按 图 模 下 的 Cauepy 
列 ， 对 Vs>0，37o， 使 得 当 mm3m 时 [xn -xm[Di<s。 于 是 
jz 一 xm <s，10(4)xzn -8(A)xml<s， 因 此 存 在 x,y€ 知 ， 
lim Xn 三 Xy lim® (A) xn 二 7。 对 于 任 给 Ne Zs gxw(4) 是 有 界 算 
子 ， gw (A)x = lim oOw(4)xn， 而 且 

[By (4)xw 一 gw CA)xml ENP A x — PCA) rm <<e， 
令 mm 一 co0， 关 于 入 一 致 地 成 立 
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19w (4)x。- pn(A)x|<e, 《6.2.17? “ 
因此 
fpny A)x|Se + pw CA)xn le + lo CA)xrl, ] 
再 令 N 一 co， 可 得 


NowlralExh<o0. 


因此 xED(8(A4))。 对 于 不 等 式 (6.2.17),， 令 N 一 co， 即 
[9 (A)xn — $b (A) YlEs, 
因此 风 (4)x = limb(4)xn =y。 所 以 Pp (4) 是 闭 算 子 。 


算 子 6(4) 还 有 如 下 一 些 性 质 (参考 定理 6.3.4)， 

(1) aigi(4) +aspa (A) Cap + 0a.p2) (4) 5 

(2) $1(A) Bs AY CIPD,) (4)3 

(3) $ (A) = $A)*. 

由 于 性 质 (1) , (2) 只 是 包含 关系 而 不 是 等 式 关 系 ， 所 以 无 界 
Borel 可 测 函 数 集合 到 由 (6.2.14) , (6.2.15) 式 所 定义 的 无 界 闭 算 
子 焦 合 之 间 的 对 应 关系 严格 来 说 不 是 同 态 对 应 ， 这 就 是 为 什么 我 
们 在 前 面 提 到 建立 它们 之 间 的 对 应 时 用 了 带 引 号 的 “ 同 态 ” 的 缘 
故 。 

引 理 6.2.15 车 $ 是 实 值 的 Borel 可 测 函 数 ， 则 % 44) 是 自 伴 

证 明 (1) 先 证 由 (4)Cd(4)*， 即 证 明 上 (4) 对 称 。 

因为 g%。(4) 自 伴 ，YVx,yED(G(4))， 根 据 定义 


(PA) XY) = jim(b (A)X,Yy) 
=lim(x, $n, (A)Yy) = (x, pb (A)y), 


所 以 由 (4) CB(A)*. 
(2) 再 证 明 D8 (4)*)CDC@(A4))， 
任 取 yE DC$(4)*)。 因 为 zn 会 pn (A)y= xr, (4) $n(A)yE 
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Do(4))， 可 见 
(pA x Y) = (Xr, PA)*Y). 
但 是 由 bn,(4) 的 自 伴 性 
(PA x Y) = (pr A) x y) = lx > 


推 得 
[x llp (A)*yl., 
从 而 
1 CA yo A yy), vn. 
这 就 导出 


[eco 1alEyl<%, 


有 即 得 VED((C4))。 所 以 DPIb(C4)tCD((C4))》。 引 理 获 证 。 
定理 6.2.14 (Von Neumann) 设 4 是 多 上 的 自 伴 算 子 , 则 存 - 
在 唯一 的 谱 族 ( 及 +, .多 ,2E) ， 使 得 


4= | aaB， (6.2.18) 


证 明 (1) 通过 4 的 Cayley 变换 ， 产 生 了 上 述 谱 族 (R's 
交 !,E)， 从 而 可 以 定义 一 个 自 伴 算 子 


十 oo 
B= AdEB,, 


DB) =-{xez |[ WdlEsxh<o0). 


注意 到 
0 1+er? 
A= -og =11 er 
所 以 VxED(B) 
.2*1+e'e 
Bx=1 ， Terdfox, 
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兹 证 中- 4。 只 须 证 明 6 与 4 有 相同 的 Cayley 变换 事实 
上 ，4 的 Cayley 变换 是 U= |，。edaF。 而 对 于 任意 的 xE 
DB)， 


(B+iDx=i = rsdF,x, 


2 


i8 
(B- Dxr=i| rdr, xX, 


从 而 8 的 Cayley 变换 是 
-DB+iD= {errdFyx= Uz, vxED LB). 
0 


因 其 为 西 算 子 ， 故 必 为 U，。 
由 Cayley 变换 的 一 一 性 质 ， 知 B = 4。 
(2) 唯一 性 。 假若 有 两 个 谱 族 {EB},{E'} 都 满足 
A= | dE, = | dE;, 


令 
F,=E 


-cteg? /2» = E’ tego /2s 
则 它们 都 是 S: 上 的 谱 族 ， 并 且 
UA erar, -= [esap, 
D 0 
是 西 算 子 。 从 而 ， Vne Zs, 有 
27 2 
v0"=| einodF, =| eirodF,, 
n o 
再 作 表 近 ，VY gEC(S1)，Vyx,ye€ 9 
2 2 3 
| radar = | roadFox,a。 
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从 面 由 C (5S!) 上 连续 旗 困 数 表示 的 唯一 性 ， 推 得 Fe =PF5，VYoc 
[0,2z] 成 立 ， 故 下 ,= By， Y4。 定 理 获 证 ， 

下 面 我 们 给 出 无 界 自 伴 算 子 的 谱 的 性 质 。 它 们 与 第 五 章 中 有 
界 正常 算 子 的 谱 性 质 相 同 ， 可 以 通过 自 伴 算 子 的 谱 分 解 (6.2.16) 
与 (6.2.18) 式 证 明 ， 证 明 方 法 与 第 五 章 讨论 有 界 正常 算 子 的 谱 性 
质 时 的 方法 相同 ， 所 以 只 列 出 结论 

定义 6.2.15 设 了 是 了 ilbert 空间 上 的 闭 算 子 ， 其 谱 集 0 (T) 
可 以 分 解 成 互 不 相交 的 集合 op(T)，o0。(T) 与 0.(T) 之 并 集 ， 其 
定义 如 下 ， 

op(T)={z€E Clker(z1 -了 ) 关 {0))3 
ker(z/ — T) = {0},R(zT-T)=%, 和 


ce(7) = {ze C| (1 -了 T)-! 无界. 


oo;(T)= {zs€E Cl|ker(zI—T)= {0}, 及 (2 下) 天 多， 
它们 分 别称 为 了 的 点 谱 、 连 续 谱 和 剩余 谱 。. 
命题 6.2.16 设 A4 是 自 伴 算 子 ，{E,} 是 它 的 庶 族 ， 则 hE 
0p (4A4) 必 须 且 仅 须 E,,— PB,,-_oA0. 
命题 6. 2.17 设 4 是 自 伴 算 子 ， 则 o; (4) = 中 
命题 6.2.18 设 4 是 自 伴 算 子 ，{BE) 是 它 的 谱 族 ， 则 4oE 
0(4) 充 分 必要 条 件 是 Ve 二 0，EB(,) 关 0, 其 中 1 全 = (Mo 一 so 
6€)}。 
定义 6.2.19 设 4 是 多 上 一 个 自 伴 算 子 ， 令 
_ 2E€0c(A) 或 者 2E0p(4) 
Coss (A) {zee | 时 是 dim ker(zL 一 A)= ,oo 
oa(4) = {2E op(A) 10dim Ker(zT 一 4 一 十 co 。 
它们 分 别称 为 4 的 本 质谱 与 离散 谱 。 
显然 06。(4) = 全 体 ce 重 特征 值 + 谱 的 豪 点 ，a(4) 一 
Ooess (4) Ucre (4) 。 


命题 6.2.20 设 A4 是 自 伴 算 子 ，{E;} 是 它 的 谱 族 , 则 加 EE€ 
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cu。(4) 的 充分 必要 条 件 是 ，Yes>0， 记 1 = (ho-e, 加 +5)， 有， 
dimR(E (I,)) = oo, 


习 是 

6.2.1 考虑 天 (有 RD 上 算 耶 4 =i， 了 (4) = {u€E LR)| 

+ 绝对 连续 ，u’E [2(R!')}， 证明 A 是 自 伴 算 子 (提示 : 证 明 对 

于 每 个 ueED (4)，lim u(x) =0， 而 且 Fourier 变换 ELIRY))., 
十 ~ 


6.2.2 证 明 推论 6.2.5。 

6.2.3 在 Z0,co) 中 定义 算 子 Au=iu’, DC(4)=05[0， 
co)， 试 问 4 是 本 质 自 伴 算 子 吗 ? 

6.2.4 设 4 是 稠 定 对 称 算 子 ， 而 且 是 正 的 ， 即 YVxED(4)， 
(4x，,z)0， 求 证 ， 

(1) CA+Dzx)S lxl? + lAxl? 

《2) 4 是 闭 算 子 的 充 要 条 件 为 R(4 + 了 ) 是 闭 集 ， 

(3) 4 本质 自 伴 的 充 要 条 件 是 4*y = -无 非 零 解 。 

6.2.5 令 


2 ={f) -> cazn jz| <1 Bate}. 


坟 是 一 个 Hilbert 空间 ， 相 应 的 范 数 是 1/| = ( 习 icsj5x2。 在 宅 
上 定义 算 子 U 和 A4 如 下 : 
(Uf) (2) = 2f (2)， 


CAf) (2) =ii+2f (2), 
工 一 2 


求证 4 是 关上 对 称 算 子 ，U 是 4 的 Cayley 变 换 ， 求 出 R(A+i) 和 
R(A- DD)., 

6.2.6 设 C 是 和 姑 上 对 称 算 子 ， 4 是 上 某 线性 算 子 ， 满 
是 ACC，R(A+11) = R(C +11)， 求 证 A = CC， 

6.2.7 设 4 是 知 上 对 称 算 子 ， R(A+iT) = YR(A- 订 大 
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入 ， 求 证 4 没有 自 伴 扩张 。 

6.2.8 设 Y 是 多 上 等 距 算 子 ， YXxEDGOD)， 上 zx 三 jx 
刻 

(1) Vx VY)= (x9, YXI3EDCYD)3 

(2) 车 RR(U -TY) 在 多 中 稠 ， 则 上 -7 是 一 一 的 : 

(3) 车 DOV)，R(OV),，TOV) 中 有 一 个 闲 集 ， 则 另外 两 个 也 

6.2.9 ” 设 T 是 Hilbert 空间 上 闭 算 子 ， 求 证 予 解 集 :p (T) 
是 一 个 开 集 。 YzEp(T)， 算 子 Re(T) 会 (z1-T)-!， 求 证 在 
每 个 预 解 集 的 连通 分 支 上 ，Rz(T) 是 z 的 解析 函数 ， 并 满 是 下 列 
预 解 方程 

有 Ra (T) ~ Ra CT) = (2,— 21) Rs, (T) Rs, (IT)。 
6.2.10 证 明 命题 6.2.16，6.2.17，6.2.18。 
6.2.11 证 明 命题 6.2.20。 


8 5 无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 
3.1 Borel 可 测 函 数 的 算 子 表示 
设 多 是 一 个 Hilbert 空间 ，(C ,多 ,8) 是 一 个 谱 族 ， 即 EE 是 
取 值 于 多 上 投影 算 子 的 测度 ( 匈 定义 5.5.13) 。 设 jz) 是 有 界 
Borel 可 测 图 数 ， 对 于 x,y EE Y， 


fadE (r,s) 
是 上 的 双 线 性 泛 防 ， 而 且 
[| #00 ad8 0 x,9) [SH yh. 
因此 唯一 地 存在 2( 旋 EZ( 多 ) 使 得 
Ds = | fAE Cs) x,y), (6.3.D 
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31 理 6.3.] 由 (6.3.1) 式 所 定义 的 (J) 满 足 : 


GD epsp= {Maherls (6.3.2) 
(2) DF) = Pf) * (6.3.3) 
(3) @(aof+p9g) =n (f) +p89(09) (acC); (6.3.4) 
(4) 盏 (1g) = Bf) D9), (6.3.5) 
5) P71 = fi (6.3.6) 


(6F TEL(N)，TE(4) =E(4)7，VBorel 集 4CC 必 须 且 
仅 须 对 于 一 切 有 界 Borel 可 测 函 数 /T2(P) = 号 (COPDT。 

证 明 设 {CC Ca 是 C 的 一 个 分 划 ， 下 是 一 个 简单 函 
数 ， 在 Ci 上 有 (z) =ai;。 定 义 BD(h) E 工 ( 儿 ) 


Ph) = >) aECy)., 


t=1 


因为 每 个 E(CiD) 是 自 伴 的， 


中 (人 *= DBE (CI) = BR), 
i=1 


设 {C1,Cz,…,Cs} 是 C 的 另 一 个 分 划 ，k 是 另 一 个 简单 函 
数 ， 在 C; 上 kz) = By， 则 
Dh) DR) = DapBiE CN OY), 
捕 为 扎 也 是 简单 函数 ， 在 Ci 门 C; 上 (hk) (z) = 16;， 所 以 
Bh) Dk) = Bhk), 
生理 可 得 ，vVc,pcC。 
BD (ah+ Bk) =a® (h) + PEK) 
者 x,yE 儿 ， 由 史 (j) 的 定义 ， 


(DN) X,Yy) = BailE (Ci) X,Y) 
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= | hdd) r,s). 


因为 
DA EBD = BR DR) = Bhh) = Dh), 
因此 
JB x = (CDA) DR) x, x) 
= (PDR xXx, x) 
= | lalradE Ca),*), 
所 以 


I® a) xxl lllxlh, 
另 一 方面 ， 苍 XER(E(C7)))， 则 外 (x=ajEB (C7))x=ai;x。 选取 
7 使 得 |ay| = 1， 则 12 (2 = Hhllxl。 所 以 
| 到 (了 站 = 用 (6.3.7) 

这 样 我 们 对 于 简单 函数 证 明了 (1) 一 (5)， 对 于 一 般 的 有 界 
Borel 可 测 函 数 ， 可 以 通过 简单 函数 序列 一 致 台 近 加 以 证 明 。 由 
于 (6.38.7) 式 ， 极 限 与 所 取 的 简单 函数 列 无 关 。 

剩 下 只 要 证 明 (6) 。 人 EZ( 和 多)， 了 7 与 瑟 (4) 可 交换 的 充 分 必 
要 条 件 是 工 与 瑟 ( 甩 交换 ，Y 简单 函数 六。 仍然 通过 遥 近 可 知 (6) 
成 立 。 引 理 莫 证。 

下 面 我 们 要 将 关系 式 (6.3.1) 推 广 到 无 界 Borel 可 测 邯 数 太 的 
情形 。 

3| 理 6.3.2 设 f 是 复数 域 C 上 Borel 可 测 函 数 ， 令 


Djy= {xe fpalsezp<eh (6.3.8) 
则 Dj 是 多 中 的 稠 集 。 车 xEDi,，yeE2， 则 
i/2 
aas 人 vealeeoz) , (6.3.97 
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又 车 f 是 有 界 的 ，v = (fy,， 则 YXx,yEH， 

d(E(z)x,v) = fd(E (2)x,y). (6.3.10) 

证 明 对 于 ”=1,2,3,…， 记 4。={zEC|170z) 1 委 中 。 

车 xERCE(4))， 则 YAE 多， 

已 (4)x=E(4)E(4DX= 忆 (4 站 4)x，， 
所 以 

(EC(A)xX,x) = (E(AN A,) xX, Xx), 

因此 


| |f12d (CE (2) x, xX) =[. |f)?d CE (2)x,*x) <nx]: 0, 


这 说明 REB(4J)CPDi。 因 为 C= 避 4 VE， y= 


jim E(4A4.)y， 所 以 yE Dr。 故 Ds 是 多 中 的 稠 集 ， 
”给 定 x,yE 多 ， 首 先 设 是 有 界 的 。 由 测度 论 的 Radon- 
Nikodym 定 理 (参考 P.R.Halmos 的 “测度 论 ”) ,存在 可 测 函 数 
u,14| =1， 使 得 

ufd(E(z)x,y) = |fld| (EC(z)x,y)|. 
因此 


[ial (EC(z)x,9)| = (Dux, 9 EP uF xlyl, } 
由 引 理 6.3.1， 


JeGuPDzlz= | urlalscezl 


=| PalE(axh。 
于 是 对 于 有 界 Borel 可 测 函 数 了 ， 不 等 式 (6.3.9) 得 证 
当 了 是 任意 Borel 可 测 函 数 ，xEDPyry，yE 多时 ， Xa“ 了 是 有 
界 的 ， 其 中 Xs, 古 44 的 特征 函数 ， 于 是 
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[ [fal Ex 人 | 


RA RS 
<lylld ca, fx 
< Male wy) 


所 以 (6.3.9) 成立。 
最 后 证 明 (6.3.10) 式 。 对 于 任意 有 界 可 测 函 数 g 
jn (E (2)X,0) = (Pg) x ,v0) 


= (P(g)x, PY) 
= (PD(f) P(g)x,Yy) 
= (Pf 9)x,Y) 
=|. gfd(E (zs)x,y), 
所 以 
d(E(z)x,v) = fd(E(z)x,y) 


成 立 . 引 理 证 毕 。 

定理 6.5.5 设 多 是 Hilhert 空 间 ，(C ,多 ,有 ) 为 一 个 谱 族 ,对 
于 每 一 个 复数 域 上 Borel 可 测 范 数 1 ， 对 应 着 一 个 多 上 的 稠 定 闭 
算 子 (1)，DP (BD (0)) = Dy， 满足 


PDs) = | dE sr, y), (6.3.11) 
VxED:, JE 多， 并 且 
lo xl = | 171°a1E (2)xh?, VxED;:, (6.3.12) 


证 明 固定 xEZDj， 由 引 理 6.3.2 的 不 等 式 (6,3,9) 知 从” 
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|fa4E (yx,) 是 各 上 有 界 共 匈 线性 汉 函 ， 它 的 范 数 不 超过 
(jtealE ca)xl) ,所 以 存在 唯一 的 元 , 记 作 @(f)xE ,使 得 


(Df) x,y) = [1a (E(z)x,y), 
并 且 
19CDxj<| A 
be 


多 (有) 在 Dj 上 显然 是 线性 的 ， 此 外 f (1) 也 是 线性 的 。 
记 fn = foxXs,; 它 是 f 的 截断 函数 ,由 于 fr 是 有 界 的 , D4-y, = 
Dy， 由 控制 收敛 定理 ， vxEDy， 


I Dr -DUS 1- fl"dlE Cs) #0, 
当 n 一 oo。 由 引 理 6.3.1 
Ho dwrxl= (IfalsalE Cz), | 


再 令 2 一 co， 即 得 (6.3.12) 。 

至 此 ， 已 经 证 明了 对 于 每 一 个 Borel 可 测 函 数 上 ， 存在 稠 定 
线性 算 子 (f) 以 Dy 为 定义 域 ， 满 足 (6.3.11) 与 (6.3.12) 式 。 还 
需要 证 明 这 样 定义 的 末 ( 记 是 闭 算 子 . 下 一 个 定理 中 将 证 明史 ( 方 * 
= 允 (7 。 假 定 这 关系 式 已 成 立 ， 则 号 ( 访 =B(F)*， 由 于 名 (及 是 
竺 定 算 子 ， 根 据 定理 6.1.3，$(j 门 是 闲 算 子 。 于 是 定理 获 证 。 

由 定理 6.3.3 给 出 的 对 应 关系 了 五 多 (f) , 还 具有 以 下 的 性 质 ， 

定理 6.5.4 设 2 是 由 定理 6.3.3 所 给 出 的 从 C 上 Borel 可 测 到 
多 上 稳定 线性 算 子 的 对 应 。 则 

(1) Bf) P(g9) CD (fg), 


DB Pg)) = Do Djg (6.3.13) 
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(2) Bf)* = DN). (6.3.14) 
证 明 (1) 首先 假定 上 是 有 界 的 ， 则 DigCDog。 车 YE 党， 
v= 人 B(7)y， 则 由 引 理 6.3,2 关系 式 (6.3.10)， 
(Df) DG X,Y) = (P(g)x,V) 


= | ga a)x,r) =| fgd(E (2)x,y) 


= (PD(f9) X,Y), 
所 以 ， 对 于 VxEDyo 
Df Dg)xX= PD(f9)x, 
设 4=Blg)x， 则 VxEDsg，Y 有 界 可 测 阔 数 f， 


| fzaE cs) ul = ou) = 1 9 x 


= flf9lralE xh, 


当 了 是 任意 的 可 测 函 数 时 ， 等 号 仍然 成 立 ， 只 要 等 号 一 边 有 意义 
另 一 边 也 有 党 义 。 于 是 
u€ED;:<>xEDg, 
因为 
DBD)Pg)) = {xE DglP gr=uED?)}, 
所 以 
DODDg)) = {xEDyIxED4g} = Dro Dg, 
现在 任 取 xEDjyg 门 Dg， 记 4=@B(g9)x, 取 下 的 截断 函数 f= 
fx4,， 其 中 Xa, (2) =1， 当 |f (2) | 所 nn; Xa (2) =0， 当 [|f(%)|>> 


n。 于 是 | |f -frl*d(E (2) ,4) 一 0， Nfg -fagl*d(E (2)x, x)— 


0， 从 而 
PAPI X= DIU lm Df) 


= lim Dfrg9)x= Df9) xr, 
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这 舵 证 明了 DN Dg) CD (yg). 
(2) 先 证 明 PFTB A 任 取 yED7， XED@:， 则 
(Df) x,y) = lim(® (fF ) x, y) 


= lim (x, Bf, )y) = (x, DF)y) 


所 LM y€ED(® (fF) *), 而 且 BCD OF *, 
为 证 明 2B (7) 二 @ (7y) ,只 要 证 明 DC(@ (7) “) CD7 就 足够 了 。 
任 取 yE€D(@(f)*)， 令 v= Df)*y, 因为 f= fxs， 由 (1) 


Dn) = BD, ). 
(xs,) = B(4) 是 自 伴 的 ， VxED(G) Bg )), 
(PD PH)x,9) = (Bs )x, Bp) *y) 
= Cx, Ba4,) By). 


另 一 方面 
(PI Bs ) x,y) = (PD (fn)x,y) = (x, $B (Fy), 
因此 
D4) v= BDO) Y, n=1,2,., 
所 以 


[A -Pass 


令 了 -co， 得 到 ye Dj;=D;, 定理 得 证 。 

推论 6.5.5 (1) 90” DY) = B80), 

(2) Bf) D9) = 外 (fg9) 当 且 仅 当 DiscD,. 

3.2 无 界 正 常 算 子 的 谱 分 解 

为 了 导出 无 界 正常 算 子 的 谱 分 解 ， 需要 下 列 引 理 。 

引 理 6.5.6 商 是 Hilbert 空间 多 上 的 稠 定 闲 算 子 ， 令 Q= 
{+T*T, D(Q)ADT*T,) “x€ED TD) ITxED TY)), NM 
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(1 OO 是 DG) 到 多 的 一 对 一 在 上 映射 
(2) 存在 BEL(P)，CEL(P)， 适 合 154 志 1 4Cl<1,8 
是 自 伴 正 算 子 ，C =7TB， 并 且 
BOCOQB =1, 


(3) 记 了 |ocrsz， = 了 ， 则 f(T = 了 (人 7)。 
证 明 ”对 于 任意 x*ED(Q),，TxED(T*)， 
(x,Qx) = (x,x) + (Tx, Tx), 
故 18x|l 宇 Ixl， 这 说 明 Q 是 一 一 映射 ， 

由 (6.1.5) 式 请 Ts#) = YTOTD)， 可 知 儿 xx 儿 = TD) 四 
+VYTCT) 。 于 是 对 于 每 一 个 上 E 和 多， 存在 唯一 的 5ED(C7 和 唯一 
的 cE DT*)， 使 得 

<0,h>=<e,T*o> +<— Tb,b>, 6.3.15) 


定义 算 子 B,hi-b 和 算 子 Chime。 显 然 B,C 是 线性 算 子 。 因 为 <c， 
T*e>L<— Tb,b>, 
I<0,A>l?= |<e,T*e>1? + I<— Th,b>0, 
得 到 
fei el? + ol?, 
故人 181 委 1，1C1 委 1 
比较 等 式 (6.3.15) 的 第 一 分 量 ， 有 T = c， 即 得 C = 了 有。 比 . 
较 等 式 (6.3.15) 的 第 二 分 量 ， 有 
h=T*o+b= (T*T +1)b= QBh, 
所 以 88 =1， 由 此 可 知 08 是 D(Q) 到 居 的 在 上 有 映射。 同时 可 知 B 
是 多 到 DC(Q) 的 一 对 一 在 上 映射 。 
对 于 任 给 yED (Q)， 存 在 唯一 的 hE PP， 使 得 Bh =y。 于 是 
BQy= BOBh = B(QB)h= Bh=y,， 故 BQCI, 
又 对 于 任 给 XE 多 ， 存 在 唯一 的 VEDI(C) 使 得 cy =x， 故 
(Bx,x) = (BQy, 0Y) = (y, 0) >0, 
因此 8 是 自 伴 正 算 子 。(1D , (2) 获 证 。 
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列 下 来 证 明 (3) 。 因 为 了 是 闲 算 子 ， 有 (IT) 是 多 x 多 中 的 闭 子 
空间 ， 了 (T) 本身 也 是 一 个 Hilbert 空 间 。 设 《3%,Tz>ET(T’):， 则 
vxEDT*T), 

0= (Cz,T2z>,<x, Tx>) 
= (2,X) + (Tz,Tx) = (3 QX) 。 
由 于 R(Q) = PPP， 得 到 z=0， 因 此 TC =T(T)。 证 毕 ， 

推论 6.5.7 ”了 工 是 稠 定 闭 算 子 ， 则 三 了 是 自 伴 算 子 。 

证 明 由 于 QB=I，B 是 一 一 的 自 伴 算 子 ， 所 以 8 = 87! 也 是 
自 伴 算 子 ， 从 而 7*7=Q@- 7 也 是 自 伴 算 子 。 

定义 6.3.8 设 了 是 Hilbert 空间 和 上 的 笛 定 闲 算 子 ， 如 果 满 
是 

T#*T =TT*, (6.3.16) 
就 称 T 是 无 界 正常 算 子 〈 有 时 省 略 “无 界 ” 两 字 ) 。 

定理 6.3.9 设 六 是 多 上 的 无 界 正常 算 子 ， 则 

(1) DON) = DON*), 

(2) [Nxl={N*xl, vxEDCN)s 

(3) 若 NCM，M 也 是 无 界 正 常 算 子 ， 则 = M。 

证 明 对 于 任意 yEDCN*N)=DCNN*)， 则 (Ny,Ny) = 
《y，,N*Ny)， 又 因为 NN 是 闭 算 子 N**=NN， 歼 (N*y,N*y) = (y， 
N**N*y) = (y,NN*y) 。 因 为 N*N = NN*， 所 以 

INyl=JN*yl, 当 yEDCN*N), 

任 取 xE DN)， 由 引 理 6.3.6 的 (3)，<x,Nx>ET(N')， 其 
中 入 /是 NN 在 DCN*N) 上 的 限制 ， 所 以 存在 Yi: EDCN*N)，1! = 
1 2，… ,使 得 yi->x,Nyi->Nx。 考 虞 序列 {N*y;}， 由 于 上 N*y; 一 
N*yj| = Ny; 一 Ny 放 , 它 也 是 居中 Cauehy 列 。 于 是 存在 zxE 因 ， 
使 得 N*y; 一 z。 因 为 N* 是 闭 算 子 ， 因 此 xEDCN*)，z = NN*x。 
所 以 DCN)CDCN*)， 并 且 

LN*x) = zl = limlN*yl 
=limlNyil = INxl, 
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注意 到 和 NN** =N， 于 是 N* 也 是 正常 算 子 ， 因 此 
DIN*)CDIN**) = D(CN). 
(1 和 (2) 获 证 。 
最 后 证 (3) 。 由 NCM， 得 到 M*CN*。M 与 N 都 是 正常 算 
子 ， 所 以 
DM) = D(M*) CD(N*) = DN) CD(M), 


这 纵 出 D(M) = D(CN)、 因 此 M=NN。 所 以 正常 算 子 是 自身 的 极 
大 正常 扩张 。 引 理 证 毕 ， 

下 面 将 利用 有 界 正 常 算 子 的 谱 分 解 来 导出 无 界 正常 算 子 的 谱 
分 解 。 设 入 是 PP 上 的 无 界 正 常 算 子 ， 将 构造 一 列 两 两 可 交 换 的 
投影 算 子 {P;}， SP = 了 了， 满足 PNCNP;，NP; 是 有 界 正 常 算 


子 ， 然 后 通过 NN 了 ;的 谱 族 来 构造 入 的 谱 族 ,从 而 导出 六 的 谱 分 解 ， 
定理 6.3.10 设 和 N 是 上 的 无 界 正常 算 子 ， 则 存在 众 一 的 
谱 族 (C ,多 ,E)， 使 得 


(Nx,y) =| zd(B(z)xs), VED(IN) EY, 


(6.3.17) 
证 明 (1) 构造 投影 算 子 {Pi}。 由 引 理 6.3.6， 存 在 B，CE 
并 (多 )， 满 足 1B|<1，1Cl<1，B>0，C = NB， 并 且 
BOI+N*N)C(U +N*N)B=1., (6.3.18) 
因为 N*N = NN*， 由 上 式 得 到 
BN=BN(I +N*N)B 
=B(+N*N)NBCNB=C. 
于 是 BU = B(NB) = (BN) BCCB。 由 于 8,C 都 是 有 界 的 ，BC = 
CB， 因 此 对 于 任意 有 界 Borel 可 测 函 数 p(z)， 
p(B)C= Ce(B) 。 (6.3.19) 
B 是 自 伴 的 ，0(B) C50,1]。 记 8? 为 与 8 相关 联 的 谱 族 ， 因 
为 B 是 一 对 一 的 ，0 和 0p(B)， 因 此 EB?({0}) =0， 这 说 明 E? 集中 
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在 (0,1] 上 。 
选择 {tttj，1 = 之 之 ts 之" ,limti =0， 考 虑 特征 尔 数 
l, ti<tet;, 
0， 其 它 。 
并 且 设 户 ( = XbD)/t，!1=1,2,…。 于 是 fi 是 0(B) 上 的 有 界 可 测 
闹 数 。 定 义 投影 算 子 
P;=X1(B) = E(t;., tij, (6.3.20) 
由 于 XiXf = 0，! 关 71， 所 以 PiP1= PyPi，! 关 7。 又 因为 Xi = (0， 
1]， 所 以 VxE%， 


Xs (2) ={ 


,Pir=Ea((0,1])x=x。 C6.3.21) 
(2) 构造 谱 族 (CC ,多 ,E)。 由 于 Xi (8) = 地 ;(t)， 所 以 
NP; = NBf.;(B) = Cf;(B) EL(%). 


另 一 方面 PN = f1(B8)BNCfi(B)C， 由 (6.3.19)， 知 


PiNCANPi。 (6.3.22) 
由 于 NPi 是 有 界 算 子 ，D (NPi) = 多， 所 以 
R(P;) CD ON), 1=1,2,°"。 《6.3,.237) 


因此 ， 如 果 Piy=y， 由 (6.3,22)，PiNy=NPiy=Ny， 这 说 明 
N 将 RC(PN) 映 入 到 R(P)) 内 ， 即 R(P;) 是 NN 的 不 变 集 。 

下 面 证 明和 NP; 是 有 界 正常 算 子 。 由 (6.3.22) 知 

(NP;)*C (PN)* = N*P,, 
(NP1)* 是 有 界 算 子 ， 定 义 域 是 全 空间 ， 所 以 
(NP,)* = N*P,, 
根据 定理 6.3.9 的 (2)， 有 
INPix) = TN*Pxl = TNP)*x), VXE RP, 

所 以 NP 是 有 界 正 常 算 子 ( 见 习题 5.5.2). 

记 E' 为 与 NP; 相 关联 的 谱 族 。 因 为 R(P;) 是 NN 的 不 变 集 ，Pi 
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与 NP; 可 交换 ， 因 此 对 于 任意 Borel 集 4CC，Pi 与 8'(A) 可 光 


换 ， 即 
E:(A)P; = PIE'(A), i= 1],2,°。 (6.3.24) 


由 (6.3.21)， 


2 EPixlS 2 Paxh?= 1xl, ， 
> BC4) Pix 在 多 空间 中 收敛 ， 故 可 定义 
B(4) = OEM)P, A€E.H. (6.3.25) 


显然 (C ,多 ,EE) 是 一 个 谱 族 ， 
(3) 证 明 (6.3.17)， 根 据 定理 6.3.3， 可 构造 算 子 M: 


DM) =| xE 多 | 有 zalBCoxzl<oo (6.3.26) 


(Mx,y) =| zd (BE (2)x,y), (6.3.27) 


xE D(M),yE 和 。 由 推论 6.3.5 知 M 是 正当 算 子 。 现在 要 证 明 
M =N。 事 实 上 只 要 证 明和 NCM 就 足够 ， 因 为 当 NCM 时 ， 由 定 
理 6.3.9(3) 可 得 N=M. 

车 xERPi), x=Pix, 于 是 BC)x=Bi(A)x, 且 VE， 


(Nx,y) = (NP,x,y) = | dE: (2) x,Y) 


= | d(E(z)x,y) = (Mx,y), 


所 以 当 xER(P)RB Nx = Mex, 
对 二 任意 的 XEDCN)，P;xER(P;)， 所 以 
PiNx= NPix= MP;x, 1= 1,2,". 
记 @i=Pi+Ps++P 则 CiNx=Meir， 因 此 
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Qix, QINxX>ET(M), 1=1,2,.。 
因为 了 (M) 是 闭 的 ， 当 "一 co 时 ， 得 到 《x,Nx>ET(M)。 因 此 
DPCN)CTGAM)， 即 人 CA。 

(4) 唯一 性 。 设 (C ,多 ,E) 是 使 得 


(Nzx,) = [za EC),), 1 


VxED(N)，yE PY ， 成 立 的 任意 谱 族 。 
由 于 N*N 是 正 算 子 ， 它 有 了 唯一 的 正平 方 根 算 子 , 记 作 
(CN*N) 7?, 令 
人 =NCT+T (CN*N) 1 2)-, 《6.3.28) 
则 YVxEDr，yE 罗 ， 


(Tx,y) = [gts dB sx,9), 
其 中 g(z) =z/(1+ 1z1)。 由 于 9 有 界 ，Dyg= NY，TEL(Y),， 显 
然 了 是 正常 算 子 。 由 于 9 是 一 一 的 ， 因 此 
(Tx,y) =|z d(E(g™ (2))x,Y)., 
记 了 的 谱 族 为 E7， 由 有 界 正常 算 子 谱 分 解 定 理 得 
T= |zd E?(z)., 
因为 工 的 谱 族 唯一 ， 对 于 任意 Borel 集 4 
E7(A) = E(g"!(A)), 


出 此 即 得 祥 的 谱 族 是 唯一 的 。 定 理 获 证 。 

定理 6.5.11 设 六 是 多 上 无 界 正常 算 子 ，(C , 多, 了) 是 它 的 
谱 族 。 设 SELL(2)，SNCNS， 则 对 于 任意 Borel 集 4CC， 
E(4S=SE(C4)。 

证 明 令 4 = {z||12 委 nj， 记忆 (4 = Qn,f(2) = 2XA (C2), 
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则 ANQ, 是 有 界 正常 算 子 ， 而 且 


(NQnx,y) =|1 (2) dE(z)x,Y) 


-| d(E(fT1(2)) X,Y), 


景 后 一 个 等 号 ， 作 了 积分 变量 替换 。 记 NO 的 谱 族 为 8 ， 则 由 
E’ 的 唯一 性 ，E’ (4) =E(f-1(4))， 其 中 A4E 多 。 当 4CC4r 时 ， 
E(A ， 4， 
| (2), 当 0& 
E(AU(C-4,)),， 当 0E4 
因此 当 4C4。 时， 
E(A) =E(A)BE(A) =E(A)E’ (A) =Q,B’(4), 


由 谱 族 定义 (6.3.25)，V4CC， 由 (6.3.22) 式 


ECA)N= DE' (MPNC >)Bi(4) (NP,) 


= DINPE' (A)=N DE' cA)P, 


=NE(A), 
所 以 QnNCNO, = QnNO,. 

设 SEL( 和 )，SNCNS， 则 

(So (NOQ,) = QSNO. CQO NSO, 
TCNQ,) (QnSQn). 
因为 Qn5Q%s，NQ。 是 有 界 ， 所 以 
(@uSQ@) (NQ = (NQ (CSQ)， 

由 此 推 得 QnSQ 与 五 (4) 可 交换 。 

任 取 有 界 可 测 集 4， 令 n 充分 大 使 得 4C4。， 于 是 

QSE(A) =Q,SQnE (A)’ = E’(A)Q,SQ, = E(A4)SO,, 
令 n>co， 即 得 

SE(A) =E(A)S, 
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从 而 对 任意 可 测 集 上 述 等 式 也 成 立 ， 证 毕 ， 
习 题 

6.3.1 设 和 NN 是 正常 算 子 ， 求 证 N* 也 是 正常 算 子 。 

6.3.2 设 T 了 是 稠 定 闭 算 子 ，D(T) = DT*),17Tx|= 17*x|， 
YxED(T), 求证 了 是 正常 算 子 ( 提 示 : 先 证 明 (Tx,Ty) = (T*x， 
T*y), Vx,yED(T)). 

6.3.3 设 LEL(2),M,N 是 NP 上 无 界 正 常 算 子 ， 如 果 LM 
CLN， 求证 LM*CN*L. 

6.3.4 求证 和 上 闭 笛 定 算 子 从 是 无 界 正常 算 子 的 充分 必 要 
条 件 是 下 列 二 个 条 件 同 时 成 立 。 

(1) DON) = P(NY), 

(2) NTN*，i(N -NN*) 是 自 伴 的 ， 它 们 的 谱 族 可 交换 . 

6.3.5 求证 多 上 闭 稠 定 算 子 NN 是 无 界 正常 算 子 的 充分 必要 
条 件 是 六 有 分 解 式 N= 4+ 雪 ，4,8 是 自 伴 的 ， 而 且 它 们 的 谱 族 
可 以 交换 。 

5.3.6 ” 设 入 是 无 界 正常 算 子 ， 求 证 存在 西 算 子 U0 和正 的 自 
伴 算 子 P， 使 得 DC(P) = D(N)， 

N=UP=PU., 


6.3.7 设 和 是 无 界 正 常 算 子 ，(C,.B,B) 是 它 的 谱 族 ， 证 
明 

(1) zs EapN) €=—>E({z})F0; 

(2) or (N)= 2 

(3) 2E0(N)<=>VBorel 集 4，xwE4， 有 EB(4) 关 0。 

6.3.8 ” 设 入 是 无 界 正常 算 子 ， 是 它 的 谱 族 ， 今 
Yz 的 Borel 邻 域 4， | 


2 N 
O ops CN) (seo ) dim RE(CA)) = + ooo, 


va(N) =0o(N)\0oss (N), 
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求证 xzE cv(N) 必 须 且 仅 须 = 是 有 限 孤 立 特征 值 ， zxEceo。 (A) 
当 且 仅 当 z 是 oCN) 中 的 极限 点 或 者 无 限 重 特 征 值 ， 

6.3.9 设 儿 是 Hilbert 空 间 ，(C ,多 ,E) 是 任意 谱 族 ，f, 8 是 
Borei 可 测 函 数 ， 求 证 Cf)B(9) = 多 (f9) 当 且 仪 当 DigCPy， 
其 中 B( 有 及 Dj 分 别 是 由 (6.3.11) , (6.3.8) 式 所 定义 的 ， 

6.3.10 设 多 是 Hilbert 空 间 ,(C ,. 多 ,已 ) 是 任意 谱 族 , 设 / 是 
有 界 Borel 可 测 函 数 ， 证 明 依 算 子 范 数 ， 积 分 


| f(s)d EB(z) 
在 Lebesgue 意义 下 收敛 ， 而 且 
Df) = | yeoa Ez), 


其 中 多 (有) 由 (6,3. 了 1) 式 所 定义 。 
6.3.11 设 多 是 Hilbert 空间 ,(C,.Z,E) 是 任意 谱 族 , 设 
是 Borel 可 测 函 数 , 记 4n = {2z11f (2) | 寺 n} ,fn (2) = xa, (2)f (2), 
证 明 
Bf)=s- lim@(f,), 


其 中 多 ( 人 用 是 由 (6.3.,11) 式 定义 的 ， 


$4 自 伴 扩张 
4.1 闲 对 称 算 子 的 气 指数 与 自 伴 扩 张 
我 们 在 本 章 一 开始 就 强调 过 ， 对 无 界 算 子 而 言 ， 对 称 性 与 自 
伴 性 是 两 个 不 同 的 概念 ， 这 两 者 的 区 别 是 要 认真 对 待 的 。 在 § 1 
中 ， 我 们 已 经 用 微分 算 子 的 例子 表明 这 种 差异 在 算 子 边界 条 件 上 
的 反映 。 在 这 一 节 ， 我 们 还 要 从 谱 集 上 来 描写 它们 的 区 别 ， 更 重 
要 的 ， 我 们 要 讨论 ， 在 什么 条 件 下 一 个 对 称 算 子 可 以 扩张 成 为 一 
个 自 伴 算 子 。 首 先 考察 D(A4) 与 D(A*) 的 关系 。 
定理 6.4.1(Ven Neumann) 设 A 是 Hilbert 空 间 多 上 的 一 
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个 闭 对 你 算 子 ， 则 有 下 列 直 和 分 解 ， 
D(A*) = D(A)Drker(A*— 11) Dker (A* +17) 。 
(6.4.1) 
并 且 对 于 xE D(A*)， 设 x= Xo + XxX, + Xs RF YE DD, X+ 区 
ker(A* -11), x Eker(A* +17)， 则 


A*x= Ax+ix, ~ ix_, (6.4.2) 


证 明 以 下 用 Ds 表 记 ker(A* 干 11)， 

(1) 先 证 明 D(A4)，D, 与 D_ 是 线性 无 关 的 子 空间. 事实 
上 ， 设 xoE D(A)，x, ED,， 又 设 z + x +x_ = 两 边 同 时 作用 : 
A* -11， 注 意 到 (4* -41)x_ = 一 21x_-， 得 到 

(A— tl)xo= ix_, 

但是 因为 -ED_=R(4-tD+， 所 以 x_ =6. 同 理 推 出 x, = 0， 
从 而 x*0=9。 因 此 D(A)，D, 与 D_ 是 线性 无 关 的 子 空间 。 

(2) 显然 有 D (4) 儿 PD,BD_CD (A*)。 兹 证 D(A*) D(A) 
BPOPD.. 

根据 命题 6.2.2 及 命题 6.3.3， 知 = R(4- i1) BD.， 对 于 任 
意 xED(A*)， 令 y= (A* -iDx 有 分 解 


y= y+ y,, 
其 中 yE R(A4-i1)，ysED_. 记 
X= 1 | 
~ 一 -Diy 


则 A*x- = -tx-， 所 以 x.E€ED.. 再 令 xo0E D(A)， 使 得 


— i)xo= y,。 
于 是 
y= (A-il)xo — 29ix. 
= (A* —11) (xo +x.), 
推 得 


(A*—il)(x- x —*x.) =0, 
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再 令 ;=X 一 xo-Xx_ED,， 即 得 
xxX0 十 X+ 十 X_。 
于 是 (6.4.1) 等 式 获 证 。 (6.4.2) 式 是 (6.4.1) 式 的 直接 推论 。 写 
理 证 毕 。 
注 “ 正 如 命题 6.2.1,6.2.2,6.2.3 以 及 定理 6.2.4 中 +! 可 以 
用 > 及 5 Im z 尖 0 来 代替。 定理 6.4.1I 中 的 士 : 也 可 以 用 Im zx 学 (0 
的 = 与 了 3 代替。 于 是 设 xzE C，imz 尖 0， 则 有 下 列 直 和 分 解 


D(A*) = D(A) 四 ker(4* - 2() Dker(A* -37) 。 
(6.4.3) 


并 且 对 于 任意 xE DC4*)， 设 分 解 式 为 x= x+xy +x-， 其 中 xoE 
D(A), x Eker(A*— .21), x_Eker(A*—z1),， 风 | 
A*x = Ax+2x,+2x., 《6.4.4) 

定义 6.4.2 设 4 是 多 上 一 个 闭 对 称 算 子 , 设 人 一 dim ker(A* 
干 27)， 则 称 数 对 (zs ) 为 4 的 亏 指数 (deficiency .indices), 记 作 
def (A)., 

注 2?. 可 以 取 co， 

推论 6.4.3 为 了 闭 对 称 算 子 4 是 自 伴 的 ， 必 须 旦 仅 须 其 忆 
指数 def (4) = (0,0) 

引 理 6.4.4 设 4 是 多 上 一 个 闭 对 称 算 子 ， 则 对 于 任意 *E 
全，Imz 汪 0， 有 


dim ker (A* - 2[) =n,, 
dim ker (A* — #31) =n., 


其 中 n,n-) = def (4). 
证 明 设 z€E C，Imz 头 0， 只 要 证 有 明 当 z/EC 适当 小 时 有 
dim ker (A* ~ z1) =dim ker(A*— (2g +2’)1) 
就 足够 了 ， 即 只 要 证 明 ker(4* - 好 1) 的 维 数 局 部 是 常数 。 
设 z=a+bi,，b 尖 0。 因 为 4 是 对 称 的 ， 对 于 VuE D(A) 
4- sDul’>b ul 
任 取 XEker(A*- (z+2’)1)， lxi=1， 车 xEKEer(AY -2 四 1 = 
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R(4-31)。 设 zxED(4),(4-372=x, 由 上 面 不 等 式 知 
jxi 宕 12llul, (6.4.5) 
另 一 方面 
0= (CA*— (z+2)I)x,u) = (x, (A— 21I)u) — 2’ (x,u) 
= |xl- 2’ (x,u), 
可 知 Ixl 志 |z 1]ui。 于 是 当 |z | 过 |bl 时 导致 与 (6.4.5) 矛 盾 的 不 
等 式 。 这 说 明 ker(A* - (z +z 人 了 1) 中 不 存在 x*， 使 得 xEker(A* 
- z1)+。 由 习题 6.4.4， 当 |z | 二 15| 时 ， 有 
dim ker (A* ~— (z+2)I)<dim ker(A* -~ z1), 
返 用 同样 的 推理 ， 可 证 明 当 |1z | 二 15|/2 时 ， 有 
dim ker (A* ~ z1)<<dim ker(A*— (2+2’))。 
所 以 当 |z | 二 151/2 时 ， 有 
dim ker (A* — (2 +2/’)I) =dimker(4#+ 一 21)。 (6.4.6) 
引 理 证 毕 。 

定理 6.4.5 设 4 是 多 上 的 闭 对 称 算 子 ， 为 了 4 是 自 伴 的 ， 
必须 且 仅 须 c(4) CR 

证 明 ”由 定理 6.,2.11， 当 4 自 伴 时 ，c (4) 忆 及 '!， 所 以 只 要 
证 明 当 oC(4)CR! 时 4 自 伴 。 

若 n+ 盖 0， 则 上 半 开 平面 中 每 个 点 xsE on《A*)， 此 时 (4 一 
21) =ker(A* 一 31 天 和 ， 帮 ZEor(4)。 因 此 当 7m>>0 时 oa,(4) 
充满 下 半 开 平面 ， 同 理 若 ?->0， 则 cr (4) 充 满 上 半 开 平面 。 

由 于 co(4)CRI:， 改 def(4) = m4,n-_)= (0,0)， 由 Von 
Neumann 定理 可 知 4 是 自 伴 的 。 证 毕 ， 

由 引 理 6.4.4 还 可 推 得 如 下 的 命题 ， 

命题 6.4.6 设 4 是 一 个 闭 对 称 算 子 ， 则 它 的 谱 集 0(4) 只 能 
十 以 下 四 种 情况 之 一 : 

(1) 闭 上 半 平 面 ， 

(2) 闭 下 半 平 面 

(3) 整个 复 平 面 3 
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(4) 实 轴 的 子 集 ， 此 时 4 是 自 伴 的 .。 

命题 8.4.7” 设 4 是 一 个 闲 对 称 算 子 ， 若 4 的 预 解 集 0(4) 至 
少 包含 一 个 实数 ， 则 4 是 自 伴 算 子 。 

证 明 留 作 习 题 。 

秆 清 了 对 称 算 子 4 的 共 力 算 子 4* 的 定义 域 的 构造 以 后 ， 我 
们 问 ， 对 于 一 个 财 对 称 而 不 自 伴 的 算 子 ， 有 没有 可 能 把 它 扩 张 成 
为 一 个 自 伴 算 子 呢 ? 

还 是 回 到 Cayley 变换 ，AF3V = (4 一 订 ) (A+i1)-!， 它 将 
上 闭 对 称 算 子 集合 .x 一 一 地 映射 为 等 距 闭 算 子 集合 多 的 子 集 。 
={VE9 | RO-V)= YP }。 现在 要 证 明 Cayley 变 换 是 .wv 到 >。 上 上 
的 满 映射 . 

定理 6.4.8 设 VE。， 则 必 存 在 唯一 的 4E .x ， 使 得 VY 是. 
4 的 Cayley 变换 。 

特别 地 ， 当 Y 是 一 个 酉 算 子 时 ，4 是 自 伴 的 。 

证 明 〈1) 由 RUO-Y) = 名， 推出 (-V)-' 存在 ， 即 ker(T 
—V) = {0}。 、 

事实 上 ， 若 yE ker(1-V)，zE DV)， 则 

(Cf~V)2,Y) = (2,y) — (Vz,y) 
= (Vz,Vy) - (Vz,y) 
= (Vz, (V -Dy)=0, 

由 于 RC- 是 稠 集 ， 推 得 !Y=0。 

(2) 定义 A=i(1+V) (1-V)-!，D(A) =RLI-Y)。 这 是 稠 
定 线性 算 子 。 我 们 证 明 4 是 对 称 闭 算 子 。 观 察 下 图 

| 


RCA) 


D(A) 


7)! i (I+V) 


DPCV) 
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营 xn€ED(4) ,xn->x，Axn~>z， 则 有 加 ED ) ,使 得 
(TI—-V)yn= Xn 
1(T +V) = Axne, 


解 此 方程 组 得 
1 1 
Un = Xn 一 14AXn) > iz) 会 y, 
Vy,= ~ Cn +1AxXn) -> 一 二 +12) Sw, 


因为 了 是 闭 的 ， 所 以 yE D(V)， 并 且 w=Vy， 从 而 可 得 x*= (~ 
VyED(A)， 以 及 z=1(1+V)y= Ax， 故 A 是 闭 算 子 。 
对 于 任意 的 x,x’ED(4), 令 y,y’ ED(V) 使 得 x= ({ 一 Vy， 
x /= (1T-V)y’， 利 用 等 式 (Vu,Vv) = (u,v)，YV u,v€EDCV)， 
Ax,x’) = G+V)Y, GT 一 YY) 
yy) + VI — (Y,VYy’)— (Vy,Vy')] 
= 一 LO 一 Y)y (+V)y’) 
= (x, AxX’), 


故 4 是 对 称 算 子 。 

(3) 在 4 的 定义 式 中 把 了 反 解 出 来 即 可 算 得 4 的 Cayley 变 
换 是 Y 。 

(4) 设 V 是 西 算 子 ， 则 RC(A +11)=DOV)= PY，R(A-11)= 
RCV) = 多 ， 根 据 定理 6.2.4，4 必 是 自 伴 的 。 证 毕 。 

推论 6.4.9 设 41,A, 是 闭 对 称 算 子 ，V1i,V; 分别 是 它们 的 
Cayley 变换 ， 则 AlCAh, 当 且 仅 当 VCV，，。 

因此 给 定 一 个 闭 对 称 算 子 以 后 ， 有 一 个 确定 的 Cayley 变换 
V4。。 要 问 有 没有 一 个 自 伴 扩张 4 二 4， 就 化 归于 问 : V4 有 没有 
一 个 西 扩张 U (使 得 RO-0U)= 和 多)? 注意 到 DIVYa) = R(A+Il) 
=ker(A* 一 11)+:， 而 R(V a) = R(A-t1) =ker(A*+i)+。 问题 便 
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化 归 成 ， 是 否 存 在 ker(4* 11) -ker(4* +2) 的 等 距 在 上 算 子 ? 
推论 6.4.10 ”为 了 闭 对 称 算 子 A 有 自 伴 扩 张 ， 必须 和 且 仪 须 
n=n.， 其 中 (n,n_) = def (A)， 
定理 6.4.11 设 4 是 一 个 闲 对 称 算 子 ，def (4) = (n,n)， 则 
4 的 任意 一 个 自 伴 扩张 4 对 应 着 唯一 确定 的 D>D- 的 等 距 在 上 
算 子 六 


D(A)={x’ =x+z2-V2IxE D(A),2ED,}, (6.4.7) 
Ax’ = Ax +12 +12 《6 .4.8)》 
证 明 ”观察 下 图 
x EDCA)》 


《4+ 327) -1 A-ir 


ye RCA+ID————— sw RCA- Ii) 


Q 
nN 
全 
<) 
这 
? 


《 


xi EDCAY -ww ROA 


其 中 0=VEBV 为 A 的 Cayley 变换 。 

4 与 U 的 对 应 关系 由 定理 6.4.8 完 爹 确定。 为 证 4 的 表示 式 
(6.4.7) , (6.4,8)， 我 们 设 x’E DCA)， 按 Cayley 变 换 ， 存 在 y EE 
儿 ， 使 得 

{ x’= (I-U)y’, 
AxX’ =1i(T + UY’, 
而 y 有 唯一 分 解 ，y =y+z， 其 中 yE R(A4+i)，zE Di;。 因 为 
U 1p ,= 六 DZlaa-in=Y， 因 此 又 有 xED(4)， 使 得 
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{ y= (A+il)x, 


Vy= (A -i171)x, 
以 及 
Uy’=Vy+Vz, 
联合 起 来 ， 便 有 
X=y ~ Vy-pVz 
=([—-V)y+z- Vs 
= 21x 二 2 一 六 =， 
AxX’ =21Ax +i1g+ 人 给 z。 
定理 证 毕 。 | 
下 面 举 几 个 微分 算 子 的 例子 ， 


ad 
例 6.4.12 设 庆 =L2[0,1]，A4， “i D0 = Cro, 1], 
则 4 是 对 称 的 ， 但 不 闭 ,其 闲 和 包 了 是 ， = ，, D(A) = Hirc0,1] 


00) =u(1D =0}， 其 中 并 天 是 广义 导数 。 
_ 的 所 指数 是 什么 ? 考 红 六 -kort4r 下 国力 人 
:和 ,Do = [0,1]， 所 以 


u€ED, > 士 iu。 


解 右边 的 方程 得 到 解 ?。 = e+*。 因 此 def (4) = (1,1)， 所 以 有 
自 伴 扩 张 。 | 

上 上代 六 的 任何 自信 太 张 可 通过 ,到 D- 的 等 
距 在 上 算 子 来 描述 。 设 广 是 到 也 - 的 一 个 等 距 在 上 算 子 ， 则 
广 通 过 某 复 数 a，ja| = 1， 由 下 式 

Vo,=oey. 
表现 。 它 唯一 决定 了 一 个 自 伴 扩 张 。 
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D(As)={u=v+t+olg, 一 Qe9-)|vE HIi[0,1]，6 是 复 常数 } 


ye ~ 


Auu ut +10Cp, + aep- )= 时. (6.4.9) 


定义 域 D(As) 可 以 用 边界 条 件 描写 如 下 ， 
DCA) = {ueEHo,1| Ce- ou0) = 0-0)u(1)} 
u(0) = Bu(1)， 其 中 
p=l—° . (6.4.10) 
e 


一 仅 。 


-| "em 


事实 上 ， 左 式 己 右 式 是 显然 的 。 而 瑟 ![0,1]/Ei0,1I 是 一 个 二 
维 线性 空间 ， 它 由 4(0) ,4(1) 决 定 。 注 意 到 dimD (4。)/H3[0,1] 
3=1， 而 右 式 关于 Hi!1[0,1] 恰好 亏 去 一 维 ， 所 以 右 式 = 左 式 。 
《6.4.9)，(6.4.10) 式 给 出 了 一 切 自 伴 扩 张 。 

例 6.4.15 设 PS=[0,1J],， D(A)= C5[0,1],A, uP u”， 
则 是 对 称 的 ， 但 不 闲 。 由 例 6.1.6， 4 可 以 闭 化 成 4，D(4)= 
HE0,1]= {u€ H2C0,1J|u(0) =2 (0) =u(1) =u’(1) =0},， 4, 
ur» 一 984， 其 中 3, 表 示 广 义 导 数 。 于 是 4 是 一 个 闭 对 称 算 子 。 我 
们 要 问 它 能 自 伴 扩张 吗 ? 

考察 空间 忆 , = ker(A* 干 11)。 按 例 6.1.,6 有 

DOA*) = H?[50,1], 
A*, Ut — 32u, 
因此 ， 为 了 yED; 必须 且 仅 须 
一 83 = +1y, 

设 ppzcZL0,1I] 是 满足 下 列 齐 次 方程 的 两 个 归 一 的 互相 正 

交 的 解 ， _ 

一 934 = 
(可 厌 初 值 问题 解 出 ， 应 选择 线性 无 关 的 初 值 .) 于 是 mg 生成 
D,,1,s 便 生成 D-。 因 此 def (4) = (2,2)， 从 而 4 可 以 自 伴 扩 
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我 们 现在 来 求 它 的 全 部 自 伴 扩张 。 为 了 六 是 了 ,一 只 - 的 一 
个 舌 距 在 上 算 子 ， 必 须 上 且 仅 须 有 -个 二 阶 丁 撼 噬 (cik)axs， 使 得 


2 
Vp; = DyasrPr, 1= 1,2, 
k=l 


于 是 若 记 
yi=pi~V9i, 71=1,2, 
就 有 
"ED 


2 
D(A?) = {=: + [vowe ec 


2 ~ 
Avu = — ov + Deligs tip97) = 一 332。(6.4.11) 
j=] 


为 了 进一步 利用 边界 条 件 刻 划 DCA8)， 引 用 Wronski 行列 

式 
[u,v]=u vy— yu, 
我 们 指出 
D(A?) = {u€E HO,1J|[u, 13 =0,7=1,2}, 
(6.4.12) 

即 为 了 veED(49) 必 须 上 且 仅 须 2aE 有 H?[0,1] 满足 上 述 边界 条 件 。 

特别 地 ， 


DCAp) = {uE HO,1JIuC0) = ud1) = 0}, 
An= -32 《6.4.13) 


是 Dirichlet 边界 条 件 下 的 自 伴 扩张 ， 
DC4w) = {u€E HILO,1IIu’ C0 =u’0) = 0}, 


Aw=—32 (6.4.14) 
是 Neumann 边界 条 件 下 的 自 伴 扩张 。 
又 如 
pCA)= {u€E HL0,1J)u(0) = 0,4’ (1) =0)， 
了 = _ 32 (6.4.15) 
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也 是 4 的 自 伴 扩张 。 易 知 
oO(Ap) =0(A,) = {nr?}, 《6.4.16》 


5CTD = {n+t3) |， (6.4.17) 


可 见 不 同 的 自 伴 护 张 ， 相 应 的 扩张 算 子 的 谱 未 必 相 同 。 
俩 6.4.14 设 儿 =L10,co),D(G4) = 万 3L0,ceo),， A= -932， 
则 4 是 对 称 闲 算 子 ， 而 且 DCA*) = 各:[0,o0)， A*= - 3。 先 求 
4 的 亏 指数 ， 
u€ED. < > -du= +tiu, LE LT0,%), 


得 解 ps=exp (20FD4), 因此 def(4)= 01,1D， 4 可 以 


作 自 伴 扩 张 ， 为 了 广 ， DD 一 D- 是 等 距 在 上 的 ， 必须 且 仅 须 : 
yt =ag-， 其 中 |o| = 1。 因 此 
DOAF) = {u=v+elg:— op ) IvE HCO, 0) ,cE C), 
ou = _ dau, (6.4.18) 


用 边界 条 件 来 描写 DCAP): 记 a= -ef9， 因 为 ps(0) = 了 
p400) = - 妆 2 GD = -exp(+! 卫 )， 即 得 


D(AY) = [ue H2[0, 0) leos Su 《0) +cos( 二 -三 )u0) =0|. 


(6.4.19) 

4.2 自 伴 扩张 的 判定 难 则 

尽管 亏 指数 给 出 了 可 自 伴 扩张 的 充 要 条 件 ， 但 有 时 亏 指数 不 
容易 直接 计算 。 给 出 一 些 自 伴 扩张 的 判定 准则 也 是 很 必要 的 。 下 
面 介绍 Von Neumann 准则 和 Priedrichs 扩张 定理 。 

]， Von Neumann 准则 

定义 6.4.15 ” 设 多 是 一 个 复 Hilbert 空间 ，C 是 多 到 自身 的 
共 轿 线性 上 映射， 即 

Clax + By) =aCx + BCy, 《6.4.20) 
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WopEC,， Vx,yE PDP， 如果 
(1) C2= 人 (6.4.21) 
(2) 1Cxf = ix ， 加 (6.4.22) 
则 C 是 PP 上 的 一 个 共 轿 〈conjugate) 。 
例 设 多 = 产 (2)， 则 C:，y 呈 克 是 一 个 共 力 。 
3 引 理 6.4.16 车 C 是 上 一 个 共 轿 ， 则 
(Cx,CY = (YX), VX YE (6.4.23) ， 


证 明 事实 上 ,Vx,yE 2 
CCx.CW = CG tH- IC -Dh 
-CG +p rilce- wh | ， 
而 1cul: = Iul?， 即 得 
(Cx;C = 3 e+ yl xe- yl 


ie tighe +ile — yl | 
= (y,X), 
定理 6.4.17 设 4 是 宛 上 一 个 闭 对称 算 子 , 若 存 在 一 个 共 示 
适合 条 件 ，C: D(A4)->DCA4)， 并且 4C = C4， 则 4 是 可 以 自 
伴 扩张 。 
证 明 设 xE D;， 则 CxED:。 这 是 因为 
(Cx, (ATFi)CY) = (Cx, CCA+riT)y) 
= ((A+iDy,x) 
= (y, CA*Fi1)x) 
=0, VED(C4)。 
而 C=I， 当 y 跑 遍 D(A4) 时 ，Cy 跑 遍 D(A), 于 是 有 CxE RCA 
干 1!1)+ =ker(A*+11)。 因 此 
C0; D,—>D,, 
叉 因 为 C*=1， 所 以 C 是 一 一 在 上 的 ， 即 得 
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dim D, = dim D_, 


由 推论 6.4.10， 4 有 自 伴 扩张 。 定 理 获 证 。 
作为 它 的 一 个 应 用 ,考察 名 = 复 (及 人 2， 设 了 6 Li,(R')， 
Y 是 一 个 实 值 函 数 。 定义 
D(A)= Cs(R"), 
A; uP ~ Au+Vu, 
其 中 人 A 是 Laplace 算 子 ， 则 4 可 以 自 伴 扩张 。 事 实 上 ， 考 虑 多 上 
的 共 轿 映射 C， ua， 易 知 C: D(A4)->D(4), 且 
CAu= -Au+t+Vu= 4Cu， 


于 是 由 上 定理 得 出 4 可 以 自 伴 扩 张 的 结论 ， 
作为 它 的 另 一 个 应 用 ， 考 虚 下 列 和 从 问题 。 设 4 是 及 ! 上 一 个 
正 测 庆 ， 使 得 下 列 积分 都 收 钴 ， 


(6.4.24) 


on=| “xndjyCx), n=0,1,2,.。 (6.4.25) 


数列 {an} 称 为 测度 & 的 各 阶 称 。 我 们 的 问题 是 对 于 什么 样 条 件 的 
实数 列 {a4} 存 在 及 : 上 的 测度 使 得 (6.,4.25) 式 成 立 ? 
这 个 问题 称 为 Hamburger 抢 问 题 。 

定理 6.4.18 奖 数 列 {fa} 是 及 : 上 一 个 正 测 度 的 各 和 阶 挎 必须 
且 仅 须 对 于 所 有 人 六， 任意 的 名 5vrEC 〇 ， 


站 


aa+m tn Em 0。 (6.4.26) 
0 


罗 5 撤 一 


证 明 必要 性 。 设 上 4 是 展 ! 上 一 个 正 测度 并 且 (6.4.25) 成 
立 。 则 


2 
du(x) 完 0. 


Dn to De 


充分 性 。 设 (6.4.26) 式 成 立 ， 设 是 及 :上 全 体 复 系数 多 - 
项 式 。 在 上 定义 二 次 形式 
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MN Mm Nn 1 
(Dax, DY nm")= YD Derrm Wn tn, 
. 和 四 (6.4.27) | 
由 C6.4.26), 它 是 非 负 二 次 形式 , 令 宅 = {9E F198,9)=0}, 作 
商 空间 . 罗 /.2。 于 是 /2 是 内 积 空间 ， 它 的 内 积 是 
L$, LY = (0 办， 
其 中 [$9],[] 分 别 表示 $9,y 在 商 空间 中 的 陪 集 。 记 此 商 空 间 的 完 
生 空 间 为 灾 ， 于 是 居 是 一 个 Hilbert 空间 。 
考虑 映射 4A，F 一 多， 


A, Dry > Errxntl, (6.4.28) 


则 4 是 对 称 的 ， 而 且 由 Schwarz 不 等 式 
(40,h4b) = CAp, BECAD, A TD, Dp) 
可 知 A4: > 儿 。 因 此 可 以 定义 商 空 间 /多 上 的 算 子 4 
A[$]= [LA], 
于 是 4 是 PZ 上 的 对 称 算 子 ，D(4) = 9/ 。 设 C 是 .2 上 的 共 思 
映射 C9 =8。 将 C 提升 到 商 空间 上 ， 定 义 


C，FeJmL9]， 


则 可 将 C 延 拓 到 整个 多 上 成 为 一 个 共 斩 。 它 满足 CO，F/ 2 一 
多 /ZF， 并 且 40 = 04。 根据 上 一 定理 ，4 有 自 伴 扩张 ， 设 为 
令 E 是 4 的 谱 族 ， 于 是 Y[$],[WjE DCA) 


[sracE GL6, Cy) = (ALDI, CVD). 
到 [9]=[]=1， 并 令 dp=d(E(x)1,D， 则 
| "ando) = (A"],1) = (x",1) = aa。 


111 


2. 用 共 纯 双 线 性 形式 构造 自 伴 扩 张 
设 罗 是 一 个 Hilbert 空间 ,VC 是 一 个 秽 的 线性 子 集 。 设 
‘a VxV>C 是 V 上 一 个 共 罗 双 线 性 形式 ( 见 第 一 童 定义 1.6.D。 
又 设 4 是 正定 的 ， 即 存在 c>0， 使 得 
a(0O 人 Za， vveEV, (6.4.29) 
V 称 为 形式 4 的 定义 域 ， 记 成 D(a)。 
注 1 如 果 < 是 正定 的 ， 则 a 必 对 称 ， 即 
ay0) =a0,u), VuUVEV, (6.4.30): 
证 明 vieC,， 
0<<a(Au +tz AU + 人 DD) 
= |A|2acu,u) + hau + Rav, H) ta . 
故 对 于 任意 的 4E C 
XC a0 tay,t)] 
总 是 实 的 ， 这 只 有 当 a(u;2) = az 时 才 有 可 能 。 
注 2 如果 a 是 正定 的 ， 则 有 Schwarz 不 等 式 
lalu, D1?Salu, Lay, 07) 。 (6.4.31) 
证 明 利用 注 1 的 证明， 得 到 对 于 4EC， 
[4l?acu,u) + 2RefAhatu,v) +4C0 人 之 0。 
设 aa) =reis*， 取 4=te-i9,tE 及 !1。 于 是 
ta(u,u) + 2rt +a(v,v) 之 0， 
由 根 与 系数 关系 
fr2<<au, Ua Y), 
即 


lea, DW Sau, WW a, 


于 是 正定 的 共 罗 双 线性 形式 a(u,v) 确定 了 V 上 的 一 个 内 积 ， 
并 由 此 诱导 出 Y 上 的 一 个 范 数 


DoD = a (6.4.32) 
显然 ， 范 数 D。[ 比 Hilbert 空间 和 上 的 范 数 | ,| 强 。 
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定义 6.4.19 设 ea(u 思 是 正定 共 统 双 线 性 形式 ， 如 果 刀 (<) 
关于 模 0。 上 是 完备 的 ， 则 称 4 是 闭 的 。 
当 4 是 闭 欧 正定 共 轿 双 线 性 形式 时 ， 其 定义 域 D(@) 在 内 积 
4al。,*) 下 显然 是 一 个 Hilbert 空间 。 
例 设 了 是 一 个 笛 定 闲 算 子 ， 令 DC) = 站 (7 
alx,y) = (x,y) + (Tx,Ty), 《6.4.33) 
则 & 是 一 个 闭 的 正定 共 罗 双 线性 形式 。 事实 上 模 8。[ 与 了 的 图 模 
《6.1.2) 等 价 ， 办 此 D(CQ) 在 0 .下 是 完备 的 。 
定理 6.4.20 设 a 是 一 个 闭 的 正定 共 罗 双 线性 形式 ，V 是 a 
的 定义 域 ， 那 么 必 存 在 唯一 的 正定 自 伴 算 子 A4， 使 得 D(4)CCV， 
耐 且 对 于 任意 u€E D(A)，vEV,， 
(vy,Au) 一 aly ,1). (6.4.34) 
证 明 (1) 4 的 定义 。 令 


了 Cu>0 使 得 VETy ， 
D(A ={ ucy ] 
= ue lav sdl<Culol bP ‘64.35) 
由 Riesz 表示 定理 ， 存 在 唯一 的 u*€ 和 多， 使 得 
afpy 2 一 Oo VVEV, 
令 
A. ur>u*, VUEDCGC4)。 《6.4.36) 


(2》 4 是 釉 定 对 称 正定 算 子 。 

显然 4 是 线性 的 ， 而 且 由 于 & 是 正定 的 ， 得 到 4 是 正定 的 。 

兹 证 稠 定性。 只 须 证 明 DC(4) 在 V 中 按 模 0 .QU 是 稠 的 ， 亦 
邵 要 证 明 车 ?EV，alvww) 一 0, YuE D(A) 就 有 w=9。 事实 
上 ， 对 于 VE 多 ， 


(GDI, Yoey。 


再 由 Riesz 表示 定理 ， 存 在 soEY， 使 得 
(047) 一 cx， VEV, 
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按 (1) 中 的 定义 toE 厂 (4)，4240=y。 于 是 
R(A) = PY (6.4.37) 
假设 vwEV，a(lws,w) 一 0，YuED(C4), 于 是 WLRC(A)， 从 而 
vo = 0, 
次 证 对 称 性 。 对 于 任意 u,vE D (4)， 
(v,Au)=a(y ,= 
— (WAV) = AV) 
(3) 4 是 自 伴 算 子 。 
只 须 证 明 D(A4*)CD(C(A)。 若 ueE D(A4*)， 按 定义 存在 WwW*E 
PZ， 使 得 VvE DD (A)， 
CUu*,V) = (u,Av). 
但 是 由 (6.4.37)，R(CA) = PZ ， 所 以 有 weEDCA)， 使 得 uw* = Aw， 
(w, Av) = (Aw,V) = (uk 0) = Cu, AVY， 从 而 4=wE D(A). 
《4) 唯一 性 。 
设 4, 是 满足 定理 条 件 的 另 一 个 自 伴 算 子 。 Vu€ED(4,)， 
AuE P=R(A)， 故 存在 wED(A)， 使 得 
Aiu= Aw, 
;从 而 ，YvEV， 
(vy,AiWu)=(v, Aw), 
: 即 
aly su)=a(y,w), VvEV, 
于 是 推 得 4=wE D(A4)， 故 A1CA。 同 理 可 得 4C4,。 定 理 获 
证 。 
推论 6.4.21 设 4 是 任意 闭 稠 定 算 孙 ， 则 如 一 【十 4 4 
DPD(90) 半 {EDEDLANE D(H 其 工 是 自 伴 算 子 。 
证 明 在 D(4? 上 构造 共 罗 双 线 性 形式 
a(u,v) = (u,v) + CAu, Av), 
则 a 是 正定 的 闭 形式 .根据 定理 6,4,20， 存 在 唯一 的 自 伴 算 子 名 
如 下 : 
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DO = TuED(h4)| IuE SN, auyt) = Cu,0), YEDGA)}, 
Cu = u*, 
车 4EDCQO), 令 W 业 =Qu, 则 au = Gu,D) + (A*An,v) = (Qu, 
J)，YVEDCA)。 所 以 LE DC(O)， 且 Qu= Ou。 歼 QC8, 反之 
任 取 ueD(GB)， 要 证 明 Aue D(A*)， 从 而 uEDC)， 得 到 
DO)CD(Q)， 所 以 有 Q=9。 令 = (8 一 了 4， 则 由 
au0) = Ou,0) = (0) + (Au, Av) 
可 得 
(HV) = (Au,Av), VvED(A), 
所 以 AuE D(A*)。 证 毕 。 
定义 6.4.22 设 4 是 条 上 的 对 称 算 子 。 如 果 存 在 实数 ", 使 
得 对 于 每 一 个 xeE DCA4) 有 . 
(x, Ax)Fe(X, x) (6.4.38) | 
则 称 4 是 下 半 有 界 的 ， 记 作 4 宇 c。 阁 
AAx Ex,x), YXxED(C4)， (6.4.39) 
旭 称 4 是 上 半 有 界 的 ， 记 作 4 和 ec。 若 4 上 半 有 界 或 下 半 有 界 , 则 ， 
称 4 是 半 有 界 的 .使 得 不 等 式 (6.4.38) 成 立 的 那些 “ 的 上 碑 界 称 为 
4 的 下 界 ， 使 得 不 等 式 (6.4.39) 成 立 的 那些 。 的 下 确 界 称 为 4 的 ， 
上 界 。 
定理 6.4.23(Friedrichs 扩张 定理 ) 设 4 是 多 上 对 称 算 子 ， 
下 半 有 界 ， 设 4 之 - M， 则 和 4 必 有 一 个 自 伴 扩张 43， 有 A 也 是 下 半 ， 
有 界 的 ， 并 且 4 宇 - M、 
证 明 (1) 先 设 4 守 1， 则 (4-4) 宇 |ul?:，YuE D(A4)。 令 
alv,u) (vAu, Vu,vED(A), (6.4.40) 
又 设 V 是 D(A4) 按 模 
[Cu = a (tu, u) 2 
的 闭 包 。 将 a() 延 拓 到 了 xY 上 。 记 作 6(。)。 则 4 是 v 上 
的 闲 的 正定 共 斩 双 线性 形式 ，Y 在 内 积 8(.,*) 下 是 一 个 Hilbert 
人 空间、 为 了 利用 定理 6.,4.20， 还 需 证 明 4 也 是 多 上 的 闭 形 式 ， 因 
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此 必须 证 明 VC 略 。 

令 !: D(4) 一 多 为 恒 同 算 子 。 因 为 lu 和 [oO, 故 :可 以 延 拓 
成 为 V~> 和 上 的 有 界 算 子 1。 事实 上 ,对 于 uEV, 任 取 unED(V)， 
满 是 Lu 一 二 0。 则 Jit itml = as 一 2 过 Da 一 2 一 0， 
当 m,m->co， 所 以 {iu} 是 多 中 的 Cauchy 列 ， 记 它 的 极限 为 iu。 
易 见 iu 不 依赖 Cauchy 列 {uw} 的 选取, ;是 V 上 的 线性 算 子 ， 
fpcw 一 i:， 对 于 不 等 式 |iun1 志 DurD0 取 极限 ， 可 得 liul 志 Dux0。 所 
以 1 的 算 子 范 数 | 训 过 1。 此 外 i 还 是 一 一 的 ， 事实 上 ,， 设 入 = 0， 
取 usED(A)，[us -wD>0。 于 是 junl = la = iu 一 地 上 么 
Du 一 4->0。 从 而 


Qul? = lim lim a(u, ,Um) 
=lim lim(w,,Au,)=0, 


故 &= 0。 由 于 了 是 一 一 的 ， 我 们 可 将 嵌入 到 罗 内 。 
根据 定理 6.4,20， 存 在 一 个 自 伴 算 子 4， 满 足 
(SW = 0), VuED(A), veEV, 
车 xzED(4) , 则 
[io ,1) 1 = (CvsA#) lAxrllly ll, VvEeDcA)., 
上 列 不 等 式 当 vEY 时 也 成 立 ,事实 上 ， 只 可取 EDC(A)， 并 
令 Don 一 划一 0 妈 可 。 和 由 此 可 得 4uE D(A)， 所 以 了 D(Ah)CD(CA)， 
此 外 ，V uE D(CA)， 
(#, Au)=a(y ,N= Au), VrEDCA), 
推 得 hz = Au， 所 以 4 是 4 的 自 伴 扩张 、 
(2) 在 一 般 情形 4 达 -MM 时 ， 令 A1=A+CM+1D1， 则 A 
实 1. 由 (1) ,存在 自 伴 扩张 41 汪 1。 于 是 4=A 和 -M+DI-M 
是 4 的 自 伴 扩张 。 定 理 获 证 。 
例 6.4.24 设 2 是 及 "中 边界 光滑 的 有 界 开 区 域 。 铬 = 
Z2(0)。 令 了 (4) = 也 ;9)，4= -A， 则 4 是 闭 对 称 算 子 。 考 察 
4 的 Friedrichs 自 伴 扩张 4 。 令 


116 


eCu,0) =| Vuvrdx, u,v€ED(A), (6.4.41) 
多 
四 Poincare 不 等 式 ， 了 a>0， 


(Au, 1) =| |Vulx) Pax>ol 1a(x) 12dx，(6.4.42) 
a 
可 知 4 之 9 是 正定 的 ， 并 且 
La0 = aaacee 
令 Y 是 号 !(2) 在 0。DT 下 的 闵 包 ， 即 互 ; (9) 。 于 是 4 可 扩张 成 为 
浓 中 定义 在 Hi(Q) x 右 ; (0Q) 上 的 闭 的 正定 的 共 轿 线性 双 形 式 。 
再 看 自 伴 扩 张 4。 令 
C 得 充 H! 
DA) = Jue HYD) 3 ">0, 使 得 对 于 VvE i (9),， 
| wagaariscololese 下 
《6 .4.43) 
由 Riesz 定理 ， 了 je zk(2)， 使 得 


[vr vodx= | .ja dx， 


故 /= - Au。 但 根据 4 的 定义 ，Au=f。 所 以 


Au= — Au, 
通过 先 验 估计 
lalazw eC dulizag +l -Aulaw)), (6.4.44) 
可 得 
D(A) = 有 Co) NH3 (0), (6.4.45) 
习 是 


y 
了 


6.4.1 设 4A, 是 Hilbert 空间 和 多。 上 的 对 称 算 子 ,n= 1,2， 


= 6 约略 。 1un&ED (An), 只 有 有 穷 个 
sol 
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un 非 零 } 求证 ， 


(QQ) 4= DA 在 D 上 对 称 ， 


(2) ns (4) = Dn (A,), 


no 


6.4.2 在 ZL0,co) 中 定义 算 子 T， = 过 ,DOT = Cs[0, 00); 


» .d ~ 、 
在 严 (- co,0) 中 定义 算 子 Ti= 二，DGTa) = C03(- co0]。 求 证 


def (Tj) = (0,1)，def (T,) = (1,0) 。 由 此 请 构造 一 个 对 称 算 子 具 
有 任意 给 定 的 亏 指数 。 
6.4.3 设 Pp(X) 是 实 系数 多 项 式 . 令 宏 = 上 [50,00)， 定 义 算 


子 A=p(i 让 )，D(4) = Ci(0,co)， 证 明 ， 


(1》 A 是 对 称 算 子 ， 

(2) 若 pz) 无 奇 次 宕 项 ， 则 A 的 亏 指 数 相同 ， 

(3) 车 p(x) 是 奇 次 多 项 式 ， 则 4A 的 亏 指 数 不 相 同 。 

6.4.4 设 可 , 太 是 中 子 空 间 ， 若 dim M>dimN， 则 存 
在 uE M，lul=1， 使 得 uEN'、 

6.4.5 设 A4 是 一 个 闭 对 称 算 子 ， 求 证 0(4) 或 者 是 (1) 闲 
上 半 平 面 ; 或 者 是 (2) 闭 下 半 平 面 或 者 是 〈3) 整个 平面 :或 
者 是 (4) 突 负 的 子 入 ， 

56.4.6 设 4 是 一 个 闭 对 称 算 子 ，4 的 予 解 集 至 少 包含 一 个 
实数 ， 则 4 是 电信 全 了， 

6.4.7 设 A4 是 一 个 对 称 算 子 ， 若 4, 是 4 的 一 个 对 称 扩 张 。 
则 A1CA*。 在 D(A*) 上 引入 共 思 双 线 性 形式 

{X,Yy} = (A*x,y) — (x, A*y). 

求证 当 x,yE D(A1) 时 ，{x,y} =0。 
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6.4.8 设 4 是 一 个 对 称 算 子 . 设 D 是 一 个 线性 子 空间 ,DP 
(4)CDCD(A*), 在 DxD 上 {x,y} =0， 则 存在 4 的 一 个 对 称 
扩张 4,， 使 得 D(4,) = DD， 

6.4.9 设 4 是 一 个 对 称 算 子 ， 在 D(4*) 上 引入 内 积 

(X,Y)a= (X,Y) + (A*x, A*y), 
于 是 D(A*) 在 内 积 (。,。)4 下 是 一 个 Hilbert 空间 。 证 明 

(1)6.4.7 题 中 引入 的 共 力 双 线 性 形式 在 由 (。，" )4 导出 的 
拓扑 下 连续 ; 

(2) 4* 的 一 个 限制 4: 是 闭 算 子 当 且 仅 当 A41 的 定义 域 D(A41) 
在 这 个 拓扑 下 是 闲 的 。 

6.4.10 设 4 是 一 个 对 称 算 子 ，D(45 看 作 内 积 (。,。)4 下 
的 Hilbert 空间 。 设 SCD(A*)， 如 果 SxS 上 {x,y} =0, 就 称 S 
是 对 称 的 。 证 明 在 D(A*) 中 全 体 包 含 D(4) 的 闲 对 称 子 空间 与 
D;,BP- 中 的 金 体 闭 对 称 子 空间 一 一 对 应。 其 中 DD,= ker(A* 一 
计 )，D-=ker(A* +i1)。 而 且 若 DD (4) 是 闭 对 称 的 ，D 与 D， 
级 D- 中 闭 对 称 子 空间 对应， 则 有 D=D 4) 外 5， 

6.4.11 设 4 是 对 称 算 子 ，A? 是 稠 定 的 算 子 ， 求 证 4*4 是 
A? 的 Friedrichs 自 伴 护 张 。 

6.4.12 设 4 是 下 半 有 界 闭 对 称 算 子 ，4 之 -M， 则 在 区 域 
CNL-M,co) 上 dim ker(A* 一 2z71) 不 恋 。 

6.4.13 设 4 是 下 半 有 界 闭 对 称 算 子 ，n:(4) =n-(4) 有 限 ， 
求证 4 的 任意 一 个 自 伴 扩张 都 下 半 有 界 。 

6.4.15 设 T 是 Hilbert 空间 上 的 任意 稠 定 闭 算 子 ， 求 证 必 
存在 正 自 伴 算 子 4 ,D(A) = D(CT) 和 等 距 算 子 V，ker T->ROT)， 
适合 

T=VA, 
此 式 称 为 闲 算 子 的 极 分 解 。 证 归 若 要 求 ker A= ker T， 则 上 述 分 
解 式 唯一 ， 
6.4.16 设 A4 是 Hilbert 空间 上 的 对 称 算 子 ， 求 证 4 是 本 质 
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自 伴 的 充分 必要 条 件 是 dim ker (A* 二 if) 人 n. =0。 

6.4.17 F(R) 是 Schwartz 函 数 空间 , 在 范 数 |u|?= 
[sivelidx 下 (RS) 的 闲 包 记 作 Ki(R), 令 ZY=K(RDX 世 
(有 2 ,在 多 上 定义 内 积 


(< 广 ， 广 >， <g1,92>) =| ,vn 。 v9 + f292) dx。 
在 Hilberi 空间 多 上 考虑 算 子 
0 I 
4=(A 0) 
D(A)= (RY xI (RY. 
求证 (1) i4 是 对 称 算 子 ， (2》 !4 是 本 质 自 伴 的 。 


$5 自 件 算 子 的 扰动 


在 一 个 已 知 算 子 A4 上 用 加 上 另 一 个 相对 “小 ”的 算 子 B， 变 
成 4+8， 称 为 4 的 扰动 。 所 谓 扰动 问题 是 指 算 子 4 的 某 些 福 质 
在 扰动 后 有 些 什 么 变化 、 能 否 保 持 不 变 ? 比如 ， 设 4 是 闭 算 子 ， 
对 于 什么 样 的 算 子 BB 才能 使 A+B 还 是 闭 算 子 ? 设 4 是 自 伴 算 
子 ，8 是 对 称 的 ， 要 问 A+3B 还 是 自 华 算 子 吗 ? 或 者 更 一 般 些 ， 
当 A4 是 本 质 自 伴 算 子 ，B 是 对 称 算 子 ，83 要 满足 什么 条 件 才能 使 
A +8B 还 是 本 质 自 伴 的 ? 自 伴 算 子 4 的 谱 coc(4) ，cess (4) 在 4 经 
过 扰动 后 有 什么 变化 ? 

算 子 扰动 问题 不 仅仅 是 算 子 理论 中 的 一 类 有 兴趣 ，、 有 仁义 的 
数学 问题 ， 重 要 的 是 它 有 深刻 的 物理 背景 。 在 量子 力学 中 Schr6- 
dinger 算 子 HH， 

(Hu) (x) = ~ Au (x) +V (x) u(x) 
是 用 来 描写 微观 粒子 运动 状态 的 ， 其 中 A 是 Laplace 算 子 ,，V (x%) 
是 实 值 函 数 ， 大 家 知道 算 子 4= -=-A，D(4) = 大 (及 2) 是 一 个 正 
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召 洋 看 子 ， 它 代表 动能 ， 称 为 动能 算 子 。 算 子 妃 ，2zFYu， 作 为 
/2( 朋 23) 上 的 乘法 算 子 ， 在 适当 定义 域 上 也 是 自 伴 的 ， 它 代表 势 
攻 ， 到 作 势 能 算 子 。 五 = 4+ 电 代表 能 量 , 叫 作 能 量 算 子 。 量 子 力 
学 中 可 观测 物理 量 用 对 称 算 子 来 描述 ， 观 测 值 应 当 十 该 算 子 的 
谱 。 由 于 观测 值 是 实数 ， 读 算 子 必 澳 是 自 伴 算 子 。 因 此 量子 力学 
理论 中 只 有 自 伴 算 子 才 是 可 观测 物理 量 。 这 就 要 求 Schr6dinger 
能 量 算 子 恕 是 外 伴 的 。 但 是 并 不 是 对 于 任意 的 势 函 数 Y，H= - 
A +V 都 是 自 伴 的 。 固 琵 自 然 会 提出 对 子 哪 类 劳 国 数 了 ， 可 保证 
是 自 伴 的 ， 从 而 使 得 左 能 真正 刻 划 微观 粒子 的 能 量 ? Laplace 
算 子 的 谱 0(4) 和 本 质谱 0。。。(4) 容 易 确定 ， 而 能 量 算 子 卫 的 谱 
cf( 刀 ) 和 cess。 (一 般 比 较 复 杂 ， 因 此 了 解 c(4) 和 ca(4+D) 的 
关系 、oess (4) 与 css。 (4+B) 的 关系 无 疑 是 很 重要 的 。 
5.1 天 定 算 子 的 扰动 
定义 6.5.1 设 A4 和 8 是 Hilbert 空 间 多 上 的 稠 定 算 子 , 忆 (4) 
土 赋 以 图 模 Cxi = 1x| +142， 如 果 
(1) DB) IODA), 
(2) B， (D(A4) ,0D 中 一 (如 ,1 是 有 界 的 ， 称 是 4 有 界 
的 。 
浅 8 是 4 有 界 的 定义 中 条 件 (2) 等 价 于 ; 
(2)”′ 存 在 >0，2%>0， 使 得 
lBxl<alAx|l +blxl， YxED(4)。 (6.5.1) 
使 上 式 成 立 的 < 的 下 确 界 称 为 8 关于 4 的 界 。 
条 件 (2) “又 等 价 于 下 列 条 件 (2)”，。 
(2)” 存 在 正常 数 4a ，b’， 使 得 
IBxl*<a’slAxl: ox, vxeD(A),. (6.5.2) 
易 知 车 (6,5.2) 成 立 ， 则 只 要 取 4=a’,，b=b'， 就 有 (6.5.1) 式 成 
立 , 反 之 若 (6.5. 了 1D) 式 成 立 , 则 对 于 任意 2 之 0, 只 要 取 a’ = 1+sa， 
bh’ = vi+s bb， (6.5.2) 式 就 会 成 立 。 由 此 可 知 使 (6.5.2) 式 成 
立 的 4 的 下 确 界 等 于 已 关于 4 的 办 。 
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显然 ， 当 8B 是 有 界 算 子 时 ，B 关 于 A 必 有 界 的 ,而 且 界 是 0。 

定理 6.5.2 设 A,B 是 上 秽 定 算 子 ，B 关 于 A 有 界 的 ，B 
关于 A 的 界 小 于 1。 在 D(4) 上 定义 A+8. 为 了 A414+8 是 可 闭 
化 的 算 子 必须 且 仅 须 4 是 可 闭 化 的 算 子 , 而 且 在 此 种 情形 有 

D(A+B)=D(A). 
证 明 ”在 不 等 式 (6.5., 了 0) 中 不 妨 已 经 有 4 二 1。 于 是 
(1—- oAxl -olxl<l A +B x to) lAxl| +blxl, 
(6.5.3) 

对 于 D (4) 中 任意 序列 {xn}， 由 (6.5.3) 知 {Axn} 是 Cauchy 列 当 
且 仅 当 { (4+B)x%} 是 Cauchy 询 ， 进一步 ， 设 X44>0， 仍 由 
(6.5.3) 知 4xs 一 0 当 且 仅 当 (4+BD)xn->0。 由 81 注 3，4 可 闭 
化 失 >4+ 呈 可 闭 化 。 

设 和 4 可 闭 化 ， 从 而 4+8B 也 可 闭 化 。 任 取 *E D(A)， 存 在 x 
ED(4A)，xn~>x 同时 Ax 收敛 。 册 上 述 可 知 (4+B)xn 也 收敛 ， 
故 XEDCATB), 从 而 D(A)CDCATB)。 同 理 可 证 D(A+B) 
CD(4)、。 定 理 获 证 。 

推论 6.5.5 设 8 关 于 4 有 界 ， 界 小 于 1， 则 4+8 是 闭 算 
子 的 必要 充分 条 件 是 4 为 闭 算 子 、 

在 上 面 定理 中 ， 算 子 4 和 4+ 在 假设 条 件 中 地 位 不 对 称 ， 
但 是 结论 是 对 称 的 。 由 于 这 个 缘故 ， 上 面 的 定理 还 可 以 改 成 下 列 
假设 条 件 呈 对 称 的 形式 。 

推论 6,5.4 给 定 稠 定 算 子 4 和 7 ,P(4) =D(T), 若 存在 非 
负 常 数 a ,a”,b， 而 且 4 <1， 允 天 1 使 得 


lAx— Txl<a’ lAx| +a’lTxl +bhxl, 6.5.4) 
VxED(A)， 则 为 了 4 可 闭 化 的 必须 且 仪 须 T 可 闭 化 ， 此 时 
DT) = DA). 


证 明 记 8=T-A4,T(4) =4+4B，0 委 4 委 1 (人 的 定义 
域 是 DA),，T(0) =4,TOQ)=T, 而 且 Tx=T(M)X+ (1 -A)Bx, 
Ax=T(NM)x-4Bx, 记 a=max(a’,a?), 则 由 (6,5,4) 式 ， 
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1 xls (Ce tar TOA x) +alBxl +blxl, 
即 得 


axl ET) + lh, 


十 QZ 


CQ7 
工 一 如 


记 h= 9 则 


1 -DBISI2 -HAT +A, 


故 当 147 - 41<1 和 时 ， 可 由 定理 6.5.2 得 到 (4 ) 可 闭 化 的 当 且 
仅 当 了 工 (4) 可 闭 化 的 。 于 是 荆 (4) 的 可 闭 性 可 从 4=0 传递 到 4=1 
或 从 4=1 传递 到 4=0。 证 毕 。 

例 6.5.5 设 和 =Z20,1]，4u = 2 ， D(A)=C3[0,1], Bu 
=2(0， 其 ac (0,1) 是 一 个 给 定 的 点 ， D(B) =C(0,1]， 则 8 关 
于 4 有 界 ， 而 且 妃 关于 4 的 界 为 0 

人 


人 党 
XxX"*+1 
Tar? 当 0<x<o, 
9 (x) = (Gan 
(1 一 a) n 和 当 ca<xys1 
or+D( 二 ) ， 当 0<x<o， 
a 
h(x) = ] ， 
一 区 
n+ D (1=2) ; 当 a<x&l。 
则 
u(0) = (4 9) + (u,h), 
所 以 


[uo lho’ H+ api 


1 1A2 n+1 
<(5rs) + tlh, 
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当 半 充分 大 ，|a?1 的 系数 可 以 充分 小 ， 因 此 如 关于 4 有 界 而 且 吕 
关于 4 的 界 是 0 。 

定义 6.5.6 设 4 和 日 是 Hilbert 空间 多 上 的 秋 定 算 子 , 了 (4) 
上 赋 以 图 模 Lx0 = zl + 14xl， 如 果 

(1) DB) ODA), 

(2) B，(D(4),0 :中 > (多 ,1 :中 是 紧 的 ， 
则 称 8 关于 和 4 是 紧 的 ， 或 者 说 8 是 4 紧 的 算 子 ， 

4 紧 算 子 一 定 是 4 有 界 的 。 4 紧 算 子 有 如 下 的 刻 划 。 

命题 6.5.7” 设 也 是 可 闭 化 算 子 ， 有 是 4 紧 的 ， 则 对 于 Ye> 
0， 总 有 5 过 0， 使 得 

lBxl<elAxl+b,lxl, vxeD(A), (6.5.5> 
证 明 车 不 然 ， 必 存在 so>>0，xnE 忆 (4) 使 得 
Bx eol Axnl + nxn), 

取 ys=xon/lBxal， 则 


soynl = solynl + eol Ay,l 
Sao) Ayn) + nlyrl<1. 


于 是 yn->9， 并 且 {yw} 在 (D(A4) ,0， 仿 中 是 有 界 点 列 ， 故 By 在 

(和 多。 四 中 列 紧 。 所 以 存在 收敛 子 列 By ,， 在 空间 多 中 收敛 
到 xz。 由 于 8 是 可 闭 化 的 ， 故 z=9。 但 这 与 1B8yn 中 =1 矛盾 。 
所 得 矛盾 证 明了 命题 成 立 。 

注 上 述 命题 中 的 条 件 8 是 可 闭 化 的 算 子 可 以 换 成 4 是 可 闭 
化 的 算 子 ，(6.5.5) 不 待 式 估计 仍 成 立 、 因 为 ， 在 名 中 加 一 9， 
{Ayn} 有 界 ， 可 知 存在 弱 收 合子 列 Ay,,， 记 弱 收 敛 极限 为 。 
于 是 

(0,h) = lim(yn,, Ayn,) € T(A), 


由 于 4 可 闭 化 ,4=0。 从 而 如; 在 (DR(4)，DvD) 中 弱 收 全 到 %， 
由 于 8 是 4 紧 的 ， 推 得 By ,>0。， 这 与 13 四 = 工 子 盾 。 
定理 6.5.8 设 8 是 可 闭 化 算 子 ， 则 8 是 4 紧 的 当 且 仅 当 B 
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是 A4+B 兹 的 ， 

证 明 因为 D(4+B) =D(4) ,DC)CD(B) ,所 以 PD (4+ 
CD(B)。 此 外 在 D(4) 上 由 4 产生 的 图 模 D 04 与 由 A+B 产生 
的 图 模 0 ， Das 等 价 。 事实 上 ， 根 据 命题 6.5.7， 存 在 b>0， 


lBx]<#1Axl + blxl, vxE€ D(A), 


CxDara= xl + lAx+Bx| 


<arb ll+3lArl 


max (3, 1+ b)0xDa. ， 


另 一 方面 ， 设 4d 宇 1 +b， 
dLxlars>dlx|l + lAx+ Bx 


> (4-1 +31Al 
>30*0a, 


所 以 [x0 a LODa. 


因此 8 是 D0. D2) 到 (名 ,1 .中 的 紧 算 子 必须 且 仅 须 
它 是 (P(4)，0。0ars) 到 (多 ,|。 有 的 紧 算 子 。 于 是 定理 得 证 。 


此 外 根据 命题 6.5.7 的 注 ， 以 及 定理 6.5.2， 我 们 还 有 如 下 的 


定理 6.5.9 ” 设 A 是 可 闭 化 的 算 子 ， 则 B 关 于 4 是 紧 的 当 且 
仅 当 BB 关于 4+B 是 紧 的 ， 此 时 和 4+B 是 可 闲 化 的 。 特别 地 当 4 
是 闭 算 子 时 ，A+B 也 是 闭 算 子 。 
5.2 自 伴 算 子 的 拢 动 
下 面 着 重 讨论 自 伴 算 子 的 扰动 。 首 先 证 明 扰动 相对 于 自 伴 算 
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子 不 太 大 时 ， 自 伴 性 在 扰动 下 不 变 ， 邑 自 伴 性 在 “小 ”扰动 下 是 

定理 6.5.10 (Kato-Rellich) 设 多 是 Hilbert 空间 ， 4 是 
自 伴 算 子 ，8 是 对 称 算 子 ，B 关 于 A4 有 界 ， 而 且 界 4 过 1， 则 4+ 
B 在 D(A) 上 是 自 伴 算 子 。 特别 地 当 8 是 有 界 自 伴 算 子 时 ，A+8 
在 DD(4) 上 为 自 伴 算 子 ， ” 

证 明 “只 需 证 明 存在 po>0， 使 得 PP =R(A+BiipmD)。 

对 于 VA>0，uED(C4) 有 

a+tizDul? = 1Aul + phul?, 
对 于 任意 xE BP， 用 (4A4+t1p7) -1x 代入 上 式 的 4， 我 们 得 到 
ijA(AtiD SL, 


iAr+ WD < 吉 。 


由 于 

A+B+inT=TB(A+ttwD T+ I] (A+tipD), 

为 证 RL(A+B8+ttpo1) = 多 ， 只 需 证 明 存 在 lo>0， 使 得 

上 (4+zio0 <1. 

因为 已 是 4 有 有 界 的 ， 界 ac<1。 帮 3 了 3，%>0，a<a 二 1 
lBul<a’lAul +olul, VEDD(4)。 

对 于 任意 xe 多， 再 用 (4+A0O -zx 代 埠 上 式 的 4， 即 得 

BOA tinT) ix) 

<a’|AcAttpl) x +ol A Ltn x) 


<(e + )lal. 


取 po 足够 大 ， 使 得 a + 汪 <1， 即 可 。 寺 是 定理 得 证 ， 


例 6.5.11 在 工 (R:) 上 考 虚 Schr6dinger 算 子 
H= -人 +Y(z)， (6.5.6) 
其 中 V(x) =Y (xz) +Yas(c)，VYi xz) Vs) 都 是 实 值 国 数 ，Y (x 
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EDR), V(x) EL (RS), 

令 D(-A)=H?(R?)，- 人 是 自 伴 算 子 。 又 设 D(V)={u€E 
72( 有 53) IVuE LCR5)}。 干 是 乘积 算 子 V 也 是 自 伴 算 子 。 显然 人 
(一 A)CDCV)。 将 要 证 明 卫 在 D(A) 上 是 自 伴 的 。 

设 uECs(R)， 则 

IVsulr2 Vhs:, 
lV urlV :lul, 
由 Schwarz 不 等 式 ， 


ul < la la 
=| ariely la lr 
<CIOQ + 18 20 lz: 
<clalrs + CHI¢ la zs, 
其 中 2() 表 示 4 的 Fourier 变换 。 
对 于 任意 的 正 数 4>0, 令 uco = 4 区), 则 &3 (6) = aa ， 


le = el 以 及 aslas = hohe HSK) 
= 和- 直 |122 有 aa。 所 以 | 
lulz=< Ca- le ?a2 + CA 


1al 
= CU- 纪 Aulzz+ Cazlulzs, 
选取 /充分 大 ， 使 得 4,>C31Yi 2 寺中 
[Vulzs SIV + Vauls: 
<alAulzz +blulzs, 
其 中 a=CiA- 引 Vilsz<1，5= Valse+ CA2IVi], 
上 列 不 等 式 对 于 每 一 个 4E 下 (Ra) 也 成 立 ， 故 V 关 于 -A 是 
有 界 的 ， 而 且 相 对 界 4 过 1， 由 Kato-Rellich 定理 知 Schr6dinger 
算 子 日 = -A+V 在 Hi(R:) 上 是 自 伴 的 。 
推论 6.5.12 设 六 是 Hilbert 空间 ，A4 是 本 质 自 伴 算 子 ，B 
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是 对 称 算 子 ， 若 8 基于 4 有 界 ， 并 且 8 关 于 4 的 界 二 1, 则 4+8 
也 是 本 质 自 伴 的 ， 而且 A+B= 有 +B。 

证 明 根据 所 设 条 件 ，3 了 af“ ,六 盖 0，4 <1， 

lBxl?a’shAxl +6b ?xl vxED(A)., 

考虑 闭 算 子 4,5, 要 证 明 关于 A 有 界 ，B 关于 4 的 界 <1。 
任 取 xED(A), <x, Ax>ET6A) =T(A), 3 rn, Axn>ET(A), 
<xn,Axs>-><x, AX>。 于 是 {xn}、{Axn} 是 多 中 Cauchy 列 。 由 上 
述 不 等 式 可 知 {Bx%} 也 是 Cauchy 列 ， 所 以 xn DBxn> 一 <xyBx> 。 
这 说 明 x€E D(B)， 因 此 

D(B) HID(D. 
在 上 述 不 等 式 中 ， 用 x。 代 将 x， 再 令 n>co， 取 极限 得 到 
lBxl?<a’ 2 人 Ax) 十 考区。 
因此 关于 自 化 算 子 二 有 界 ， 而 且 巨 关于 4 的 界 二 1。 由 Kato- 
Rellich 定理 + 万 是 自 伴 算 子 。 
有 + BB 是 闭 算 子 , 4+ 5 二 A+B, 所 以 4+BA+B. 

另 一 方面 人 xzv，(4+B) xs>-><X， (A+B)x> GE 工 (4 十 万) 
=T(A+B), 故 xED(A+B)， 且 4+Bx= (4+B)x。 这 说 明 
及 + BCA+B。 所 以 有 A+8B8= 有 +5，A+B8 是 本 质 自 伴 的 。 定 
理 获 证 。 

Kato-Rellich 定理 以 及 推论 6.5.12 中 4 和 4+ 呈 的 地 位 是 
不 对 称 的 。 下 面 给 出 的 定理 是 它们 的 推广 ， 在 已 知 条 件 和 结论 中 
4 和 4+ 呈 的 地 位 虽 对 称 形式 。 读 者 可 仿照 推论 6.5.4 自己 加 以 
证 明 ， 

定理 6.5.15 设 A 和 是 Hilbert 空间 中 的 两 个 对 称 算 子 ， 
DiA) =D(T)=D， 并 且 村 

IT -Axl<a lAxl+arhTxl +blxi, vxED, (6.5.7) 
其 中 a ,a”,b 是 非 负 常数 ，a 二 1，a” 二 1。 那 么 4 本 质 自 伴 的 充 
要 条 件 是 TT 本质 自 伴 , 此 时 D(A) = DCT)。 特 别 地 为 了 4 是 自 伴 
算 子 必须 旦 仅 须 ; 是 自 伴 算 子 。 
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Kato-Rellich 定理 ， 它 的 推论 以 及 定理 6.5.13 中 假设 相对 界 
小 于 工 是 一 个 本 质 的 条 件 ， 我 们 的 证 明 大 大 地 依赖 于 这 个 条 件 。 
当 放 宽 这 一 条 件 ， 设 相对 界 可 以 为 1 时， 情况 有 所 不 同 ， 显 然 我 
们 不 龙 鞭 待命 题 的 结论 和 原先 的 一 样 ， 应 当 有 所 减弱 ， 

定理 6.5.14 设 多 是 Hilbert 空间 ，4 是 多 上 的 自 伴 算 子 ， 
8 是 YY 上 的 对 称 算 子 ， 设 B83 关 于 4 是 有 界 的 ,时 (G5.1) 式 中 4a 一 
1; 居 4 十 B 在 D(A4) 本质 自 伴 . 

证 明 为 了 证 明 A4+B 是 本 质 自 华 的 ， 根 据 推论 6.2.5， 只 
要 证 明 ker((A4A+B)* 土 if[) = {外 就 够 了 ， 

假设 (CA + B)*--i1D)h=0。 要 证 h=90。 

因为 8 关于 4 有 界 ， 相 对 界 4=1。 所 以 对 于 每 一 个 i<1。 
tB 关于 4 有 界 ， 而 且 关 于 4 的 界 =t。 由 Kato-Rellich 定理 A+ 
雪 在 D(04) 上 是 自 伴 的 。 因 此 R(4+ 雪 + = 多 , 设 xrED(C4)， 
使 得 (4+iB+i)xi=h。 于 是 

Hale= Hx? + A+B) xz)’, 
得 到 
lxsl<lal, 人 4+ 雪 2 委 人 1 
设 六 =j- 人 -1)Bxr， 则 
CR) = ((A+B+IT)xXi,h) =0。 
由 于 
lBul<iAui +elul, vuED(A), (6.5.8) 
—> JAxil<l(A+riB) rl + NtBxsl 
IAriB) rl + tlAx,l + tolxel, 


故 得 
C1- Axiel A+iB) rl +telxed 
: Nal +telal 
<(1+0 lk}, 
再 由 (6,5.8) 式 ， 


(1-t) 1BxlEI-D Ax + (I-t olxsl 
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(+20) ll 
由 yi 的 定义 ， 即 得 
hy 2 +20) kl, 
于 是 ， YaED(4)， 
lim Cy, — h,u) = lim(1 ~t) (x1, Eu) 一 0， 


多 为 x 出 一 至 有 界 。 由 此 推 得 h=ww- lim y。 但 是 
(hb) = lim(ye,h) =0. 


故 得 到 和 =09， 所 以 ker((A+B)* 一 这 ) ={0}。 同 理 可 证 ker((A+ 
2)*+i11) = {89}。 定 理 获 证 。 

推论 6.5.15 设 多 是 Hilbert 空间 ，4 是 多 上 本 质 自 伴 算 子 ， 
妃 是 多 上 的 对 称 算 子 。 假 定 妃 关于 4 是 有 界 的 ， 了 关于 4 的 界 < 
1 ， 那 么 A+8B 在 D(A) 上 本 质 自 伴 。 

证 明 考虑 闭 算 子 4 和 万。4 是 自 伴 算 子 ，5 是 对 称 算 子 。 
根据 推论 6.5.12 的 证 明 关于 4 是 有 界 的 ，B 关于 4 的 界 等 于 
8 关于 4 的 界 ， 即 为 1 .于 是 由 上 述 定理 知 4+8 是 本 质 自 伴 的 ， 

由 推论 6.5.12 的 证 明 可 知 4+BCA+B。( 注 意 推论 6.5.12 
中 证 明 此 包含 关系 时 并 未 用 到 界 a<1 这 个 条 件 , 所 以 目前 仍 可 运 
用 .) 由 于 4+B 是 闲 对 称 算 子 ，4+B 本 质 自 伴 ， 故 A+B8 是 自 伴 
的 ， 这 就 证 明了 4 + 吃 是 本 质 自 伴 的 。 推 论 得 证 。 

” 装 有 界 的 自 伴 算 子 在 一 个 关于 它 有 界 的 对 称 算 子 微 扰 下 一 个 
重要 性 质 是 当 相对 界 不 大 时 ， 半 有 界 性 是 稳定 的 。 有 具体 地 说 ， 有 
如 下 的 定理 。 

定理 6.5.16 设 A4 是 自 伴 算 子 ， 下 有 界 。 设 了 是 对 称 算 子 ， 
关于 4 是 有 界 的 , 关于 4 的 界 <1。 则 A4+B 是 自 伴 算 子 ， 也 是 下 
有 界 的 。 记 4 的 下 界 MM4，A+B 的 下 界 Ma+s， 著 常数 4,b 适合 
0=a4<1,b>0, 

上 xj 和 alAxl +bjxl, vxED(A), (6.5.9) 


则 
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a b+alMal). (6.5.10》 


证 明 由 Kato-Rellich 定理 已 知 A + 昌 是 自 伴 的 ， 只 须 证 明 
A+B 下 半 有 界 。 
易 知 一 个 自 伴 算 子 了 为 下 半 有 界 ,并 且 界 Mr 产 2 的 充分 必要 
条 件 是 (- co,e)Cp(7)。 此 外 对 于 任意 4 二 c， 对 于 予 解 算 子 及 ， 
(了 T) 显 然 有 RT)1 和 CMr -4)-!。 又 由 于 TR;(T) = AR,(T) 一 
1，TR, (了 T) 是 有 界 的 ， 而 且 
{TR, (OT) I<, sup, |¢| (¢— A)-! 


<max (1, | Mi| (Mi- ND- (6.5.11) 
b 


将 这 些 结果 用 到 自 伴 算 子 4 上去。 任 取 cMa- max( 了 -a， 
b +alMal), 将 要 证 明 (- co,c)Co(4+B)。 
对 于 任意 的 4<c， 由 关系 式 (6.5.9) 有 
IPA CA) NalAR, (CA) +olR, (CA) 
<amax(l, | Ma (Ma — N71) +b(M, -和 四 人 1 
<amax (1l, [Mal (Ma—o)-1) +bCNM -or 
<1。 (6.5.12) 
因为 条 - (A4+B) = (1 -BR,(A4)) (7- 4) ,右边 两 括号 均 可 着， 
所 以 当 4<e 时 (41- (4+B)) -存在 ， 故 4Ep(4+3B) .证 毕 。 
Kato-Rellich 定理 有 一 种 较 弱 形式 的 推广 是 通过 共 罗 二 次 形 
式 来 表达 的 。 设 A 是 下 半 有 界 的 自 伴 算 子 ， 漂 (Bx,x) 在 某 种 意义 
上 相对 于 (Ax,x) “小” 时， 尽管 了 相对 于 4 不 一 定 有 界 ， 仍 然 有 一 
个 下 半 有 界 自 伴 算 子 C， 它 与 4+ 召 生成 同一 个 共 斩 二 次 形式 ， 
于 是 在 共 轿 二 次 形式 意义 下 它们 是 相 同 的 。 上 有 具体 来 说 ， 有 如 下 
Kato-Lax-Milgram-Nelson 定理 。 
定理 6.5.17(KLMN 定理 ) ”在 一 个 Hilbert 空间 和 有 上， 设 4 
是 正 的 自 伴 算 子 ，B 是 闭 对 称 算 子 ， 适 合 条 件 ， 
(1) D(B) OD (A), 


MaMa— max( 
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(9) | (Bu,i) <alAu,uw +bhul:, vuED(A), (6.5.13) 
其 中 0<a<1，bE 有 R。 那 么 存在 唯一 的 自 伴 算 子 C， 使 得 0 对 应 
一 个 共 赤 双 线 性 形式 (a,V)， 其 中 V=D(41?) 沪 D(C)， 有 

a(ust) = (Cuv), YuEDC), veEV; (6.5.14) 
az 用 =((4+B)r00，VUED(4)，VEY.(06.5.15) 
此 外 有 C 之 一 0。 
证 明 引入 共 罗 双 线性 形式 
Qi(u,0) = (Auv) + (Bu,v) + (1+b) (u,v), (6.5.16) 
其 中 4,vE D(A)。 由 条 件 (1) , (2)，ai(4, 人 可 以 连续 地 扩张 为 V 
= 了 (4123) 上 上 的 一 个 共 斩 双 线 性 形式 ， 并 且 
lol + C—O AV2l 
a(v,v) 
(ITO vl +r +a Av. 
这 表明 [oh = ai(v,0)1% 与 412 的 图 模 等 价 。 因 此 (a1,V) 是 一 个 闭 
形式 、 根 据 定理 6.4.20， 存 在 唯一 自 伴 算 子 Ci， 使 得 
(Ci 人 =au0), YuEDC), vEV, (6,5.17) 
取 C=C- (+5)7 即 得 结论 。 

由 于 C; 关 1， 所 以 C>%。 证 毕 。 

5.38 自 伴 算 子 前 谱 集 在 岳 动 下 的 变化 

自 伴 算 子 经 过 微 扰 后 ， 它 的 谱 集 有 些 什么 样 的 变化 呢 ? 这 是 
一 个 复杂 问题 。 我 们 将 按照 离散 谱 点 和 本 质谱 点 丙种 情形 分 别 讨 
论 。 

设 多 是 Hilbert 空间 ，4 是 上 的 自 伴 算 子 ，B8 是 知 上 的 对 
称 算 子 。 设 8B 关于 4A 有 界 ，B 关 于 4 的 界 小 于 1。 于 是 存在 常数 
a,b，0< 二 4 二 1，b 汪 0， 使 得 

lBxl<alAxl +blxt, vxEDA). (6.5.18) 
出 Kato-Rellich 定理 ，A+8B 是 自 伴 算 子 

任 取 加 Ecoa(4), 设 dim ker(ho! 一 4) =m。 我 们 来 考察 4 经 

互 的 挽 动 后 ， 点 谱 4 的 变化 ， 
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由 于 4 是 孤立 点 ， 存在 >>>0，[h -ro+i 站 nz(4) = {40}。 
令 D={zE Cllz-4h|<r/2}, T=0D. 则 TCp(4)。 
定理 6.5.18 车 使 得 (6.5.18) 成 立 的 常数 a,b 以 及 加 和 7r 满 
足下 列 不 等 式 
2a(|Ao| +7) + 2b<<r, (6.5.19) 


那么 4+ 甩 在 ( 1。- 瑟 ，4o + 二) 中 恰 有 严 个 点 谱 《 有 重 数 的 点 谱 
依 重 数 计算 个 数 ) 并 且 没 有 其 它 的 谱 点 ， 

定理 说 明 在 不 等 式 (6.5.19) 成 立 的 条 件 下 ，4 的 孤立 离散 漠 
点 经 微 扰 后 仍 是 离散 谱 点 ， 谱 点 个 数 不 变 ， 而 且 散 布 在 原 离散 庶 
点 周围 。 如 果 4+B 的 这 贡 个 点 谱 不 在 同一 个 位 置 ， 那 么 称 点 济 
儿 经 微 护 后 产生 了 裂变 ， 能 量 算 子 离散 谱 点 的 裂变 现象 是 量子 力 
学 、 原 子 物理 学 中 的 重要 现象 ， 

定理 的 证 明 对 于 sE[0,1]， 令 

T=A+sB, 《6.5.20) 


于 是 To= A, T=A+B8。 仍 由 上 ato-Rellich 定理 知 了 。 是 自 伞 算 
子 。 记 T, 的 谱 族 为 (C,.Z,B” '),E'* 的 支撑 集 是 及 !', 即 BE”*(R?) 
=1。 还 记 4 的 谱 族 为 (C, 多 ,8 个, 当然 8° =E4。 于 是 
ker Chl - A) = E4(D) P, 

我 们 将 要 证 明 dimE”* (D) 多 是 一 个 常数 ,于 是 dim E”!(D) 知 
=dim Bo"(D) 儿 = 站 。 这 说 明 T,=A4+ 互 在 万 中 恰好 有 和 个 睦 
谱 。 由 于 4+ 忆 是 自 伴 算 子 ， 所 以 (2 一 二 ，ho+ 人 二) 中 恰好 伟 
有 4+8 的 mm 个 点 谱 并 且 没 有 其 它 的 谱 点 ， 

(1) TCp(T,)., 

VsET， 显 然 有 


[Re CAN= sup 人 一 4 一 =2[r。 (6.5.,21) 
因为 4AR; (4A)=5Re(A) -1, [Rll +772， 
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(6.5.22) 


2|¢| -2(r+14o|) 
IAR (WSLI+ ST 


记 
24(r + |Aol) +2b 
多 


人 


有 = (6.5.,23) 


由 已 知 条 件 (6,5.19)，k< 二 1。 又 由 (6.5.18)， 
lsBxl<salAxl + sbllxl, 
得 到 
IsBR, (A) I<sal AR, (A)N + sblR, CA 1 
<220+ [hoD J. 2sb 
Tr ft 
=sh<l1. (6.5.24) 
由 于 
tI1-T,= (1 sBR; (A)) (I-Ah), 


上 式 等 号 右 端 两 个 因 式 都 可 逆 ， 所 以 
(LI—T)- = R.(A) (I -ssBR (A)) TE YZ (Pp), 
因此 seEpT,)， 歼 了 Cp(T,)。 
此 外 还 有 如 下 估计 
[Re CTO) NEIR A) IN/ lsBR, (4)1) 


2 2 
STI STH- 3 (6.5.25) 


[AR. CT) SAR A) NN/ IsBR, (A)N) 


2(7+ |40|) 
A rl 。 (6.5,26) 


(2) 谱 投 影 算 子 8 (D) 关 于 s 的 连续 性 。 
设 s,t€E[0,11, ET 
Re (Ti) — Re (Ts) = (Ss~t) Re (TI) BR (Te), 
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根据 已 知 条 件 (6.5.19)， 以 及 不 等 式 (6.5.25) , (6.5.26) 推 得 
BR. (T,) Na AR TDT+bOR CT | 


9alr+ [461) +2b 
r(1—h) ” 


< (6.5.27) 


从 而 对 于 Va>>0， 只 要 |t- si 过 er?(1 一 有 2/[4(Dt+ar+t+alhol) J]; 
就 有 | 
HR CT ~ Re (Tl <e. 
这 说 明 在 算 子 模 意义 R.(T,) 关 于 s 一 致 连续 ,而 且 连 续 性 关 
于 “E 也 是 一 致 的 。 由 于 


E'* (D) = a ,Re (To dt, (6.5.28) 
推 得 
1E”* (D) - BT (CD)1< 误 e， (6.5.29) 


因此 B“ (D) 关 于 s 也 是 一 致 连续 的 。 
(3) dim EB”* (D) 和 是 常数。 
根据 下 述 引 理 的 推论 6.5.20 即 得 。 定 理 获 证 。 
引 理 6.5.19 设 P,Q 是 Hilbert 空 间 多 上 两 个 投影 算 子 ,|P 
-QF<1, 则 dim PP = dim OQ%,. dim(l- P)% =dim(l ~- 0)%, 
证 明 ”我 们 将 定义 一 个 西 算 子 UU, 使 得 Q=UPU-!。 于 是 U， 
P02 ("1，0PY>PY .因此 U 是 PY 到 QZ 的 等 距 同 构 ， 
所 以 dim PP = dim QP . 同 理 有 dim(1 -PP)P% = dim(1- 0) 
记 、 
R= (P-Q)?=P+Q+PO- OP. 《6.5.30) 
则 RR 与 P 和 0 都 交换 , 令 
U’=QP+ (I-QU-P), V’=PQ+(-P)( -0), 
(6.5.31) 
则 
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U’V’=V’U’=1-R, 
并 县 
U’, PY — >O%, UU’, 0U-P) 和 一 >( -0)%;, 
V’: QR—>PR, V’, (0-0O NN—>( -7)%, 
根据 已 知 条 件 1P -Q@jl<1， 可 知 jRi<1。 于 是 (1- 有 一 存在 并 且 
二 项 级 数 


T= ( ?ja (6.5.32) 


绝对 收敛 ，72 = (1 一 R)~1。 由 于 RR 与 P,Q 可 交换 ， 因 此 了 与 U 人， 
V' 也 可 交换 。 最 后 令 
U=U’T=TU,, (6.5.33) 
V=VT=TV’, (6.5.34) 


WUV=VU=1, V=U-, 
由 《6.5.31》 有 UP=QP=QU’, QV/’=PO=VQ, 所 以 
UP=QU，PY =VO; 有 即 Q=UPU-:，P=U-1QU。 引 理 得 证 . 
推论 6.5.20 设 sE [0,1]，P(s) 是 多 上 的 投影 算 子 , 若 P(s) 
关于 s 一 致 连续 ， 则 P(s) 儿 关于 不 同 s 互 相同 构 ， 特别 地 
dimR(P(s)) 是 常数 。 
定理 6.5.21(Weyl) ” 设 A 是 Hilbert 空间 多 上 的 自 伴 算 子 ， 
BB 是 PP 上 对 称 算 子 ， 若 BB 是 A 紧 的 算 子 ， 则 
Ooss (A+B)=0600s (4)。 (6.5.35) 
为 证 此 定理 ， 需 要 下 面 的 引 理 。 
引 理 6.5.22 设 4 是 多 上 一 个 自 伴 算 子 , 则 为 了 MoE csss(4) 
必须 且 仅 须 存在 序列 x E D(A4)，|xnj =1，n=1,2,*… ,满足 
wo— limx, = 0, (6 .5.36) 
lim (ho ~ A}xn =0, 《6,5,.37) 
证 明 必要 性 。 设 Eg6ss (4) 。 
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(1) 车 1 是 co 重 特 征 值 , 则 取 {xn} 为 ker (4ol ~ 4) 中 的 标准 
正 交 基 即 可 ， 
(2) 车 )。 是 谱 的 聚 点 。 取 MEa(4) ,n=1,2,…。hn 互 不 相 
同 ， 而 且 不 等 于 4， 一 1o。 则 存在 se*>0，s 单 调 下 降 趋 于 0， 
使 得 1=f-snho+so] 为 互 不 相交 的 区 间 。 选 取 x*aE 
RECGa)) ,xs = 其 中 已 是 4 的 谱 族 。 于 是 
(xn Xm) = On ,ms 
lim (40l ~ A)x, = 0, 
V XE PP，| (x x) 人 1 上 x， 推 得 (Xx,Xxwn) 一 0， 即 得 wlim x 
0. / ee， 
充分 性 。 设 存在 DD(4) 中 序列 {xn}, 上 xnl=1， 满 足 (6.5.36) 
与 (6.5.37) 两 关系 式 ., 由 (6.5.387) 式 知 UE0(4) ,车 E04(4)， 
即 和 是 扳 立 谱 点 ， 而 且 是 有 限 重 特征 值 。 于 是 存 在 ”>0，Lz 门 
0 (4) = {ho ,其 中 人 = (ho 一 ,Uo+7)。 作 直 和 分 解 Xn =X。 二 xns 
使 得 Xx%Eker(hol -A)，x%E (ker(4o1 一 A))+。 由 于 
| Aod ~ Axnf = Ao ~ A)xsl 


=(| -561EP) 


= (| ,2a ) 
>rll. 
所 以 lim x =9， 从 而 -lim x;=0。 由 于 ker (U1 - 和 是 有 穷 维 
子 空间 ， 因 为 有 穷 维 子 空间 中 弱 收 全 与 强 收敛 等 价 ， 所 以 lim x 
= 9， 率 得 到 结论 lim x。= 9， 而 这 与 |xnl =1 矛盾。 所 得 矛盾 证 


明了 HoE O68s (4) 。 引 理 获 证 。 
注 在 此 引 理 中 ， 可 以 取 
xa ER(E CL)), {=[A4, -1,46+1]。 
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Weyl 定理 的 证 明 

先 证 明 osss。 (4) Coess (4+ 了 )。 

设 ioE osss。 (4) ,由 上 述 引 理 ,存在 xnER(CE(CD)， 其 中 7!= 
[ao— 1shot+11, [xal=1, wlimx,=0, lim(Ahl — A)x, =0, 由 
于 

Axs = Aoxn — (hl — A)xn, 


ww- lim Ax, =0, 


所 以 在 Hilbert 空间 (D(4) ,CL* 中 中 {xn) 弱 收敛 到 06， 因为 B 是 A 
紧 的 算 子 ， 故 Bx4 在 (SS, 上 1) 中 强 收 化 到 09。 于 是 推 得 (4hol 一 (4 
+D))xzn-0。 再 应 用 引 理 6.5.22， 得 到 hoE 06s。(A4A+B)， 从 而 
ess (A) Caess (A+B)., 
根据 定理 6.5.9， 8B 是 A+8 紧 的 ,所 以 -B 出 是 A+B 紧 的 ， 
由 上 面 的 证 明 有 
Oess (A+B)Coaoss (A+8-B) 三 Geoss (4) 。 
定理 得 证 ， 
习 题 
6.5.1 设 4 是 自 伴 算 子 ，8 是 对 称 算 子 ， 若 8 关于 4 有 界 ， 
则 8 关于 A 的 界 是 
a=lim|B(A+1n) -il, 
6.5.2 设 4 是 稠 定 闭 算 子 ，8 是 可 团 化 算 子 ， 车 P(A4)CC 
D (8) ,证 明 已 关于 4 有 界 。 
| 6.5.3 设 4,B 是 Hilbert 空间 上 的 稠 定 算 子 ，B 关 于 4 有 
界 ， 于 是 存在 非 负 常数 a,5,a 二 1， 
lBxl<alAxl| +blzxl, vxED(A), 
求证 ， 
(1) 8 关于 A+8 有 界 ， 而 且 相 对 界 < 了 a 
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(2) 设 C 是 任意 的 4 有 界 算 子 ， 相 对 界 是 “ , 则 C 也 是 4+8 
有 界 的 ， 而 且 相 对 界 之 了 

6.5.4 设 多 是 Hilbert 空间 , 4 是 和 上 稠 定 闲 算 子 ， 线 性 算 
子 8 关于 4 有 界 ， 满 足 

1Bxl<alAxl + blxl, 
又 设 XE p(4)， 满 足 
al AR, (CA) + oR; 4) 一 1， | 

其 中 Ri(4) = (XI - 4)-! 是 A 的 予 解 算 子 ,求证 A+B 是 闭 算 子 ， 
MEp(4+B)， 并 且 

IR (A+ BNSCHR; AN alAR; AN-bIR, AD. 

6.5.5 设 4,B 是 和 上 笛 定 算 子 ， 并 且 存在 4-:EL( 入 )。 
设 B 关 于 4 有 和 界 ， 满 足 

IBxl<alAxl +blxl, xEDA), 


假定 4+ 614- 串 <1， 求 证 : 
(1) A+B 是 闭 算 子 ， 可 逆 ; 
(2) IC(A+B) SIA ~- a- oA 
HCA+B T-ASEIlATT e+ 
(1 一 和 一 多 4 一 9 
(3) 又 车 4-!: 是 紧 算 子 ， 则 (4+ DB)-: 也 是 紧 算 子 。 
6.5.6 设 A,B 是 稠 定 算 子 ，B8 关 于 4 有 界 ， 而 且 dimR(CB) 
<co， 证 明 妇 是 4 紧 的 。 
6.5.7 设 4,8 是 对 称 算 子 ，D(4) = DCB) =D， 并且 
lA4A-B)xl<a’|Axl +a’lBx| +blxl, vxEeD, 
其 中 0<a’ 过 1,0<a"<<1,b>>0。 证 明和 4A 本质 自 伴 的 充分 必要 条 
件 是 8B 本质 自 伴 ， 并 且 此 时 等 式 D(4) = DC(B) 成 立 ， 
6.5.8 设 A 是 自 伴 算 子 ，6 是 对 称 算 子 ,证 明 8 是 4 紧 的 
算 子 的 必要 充分 条 件 是 
(1) DB) HODP(A), 
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(2) YEof4)，B(0T- 4) 一 是 紧 算 子 ， 
进一步 证 明 条 件 (2) 可 以 用 下 列 条 件 (2) 代替， 

《2)′ 存 在 XE p(A)， 使 得 BC- 4) 是 紧 算 子 。 

6.5.9 在 Hilbert 空间 P=L(R), 设 VEL(RY,7>0+ 
证 明 

limlV (~ A+4)- 吕 =0, 
并 进而 证 明 V 关 于 一 人 紧 的 。 

6.5.10 设 4 是 本 质 自 伴 算 子 ，B 是 有 界 对 称 算 子 ， 证 明和 4 
+ 8B 本 质 自 伴 。 

6,5.11 设 A 是 自 伴 算 子 ，8 是 对 称 算 子 ，D(B) 汪 P(A4)， 
并 且 BF?A?+ 01， 其 中 5 是 常数 ， 证 明 4+B 是 本 质 自 伴 算 子 * 

6.5.12 在 Hilbert 空间 NB 上 ，4A 是 非 负 自 伴 算 子 ，B8 是 对 
称 算 子 ，DCB) 一 站 (4)， 

IlBxl<l4xl， YxED(C4)， 
求证 ，|(CBx,xz)[ 委 C4xxz)，YVxEDC4)。 

6.5.13 设 V,V,EL2(R3) 是 实 值 函 数 ， 将 VCx1) ,V(xg) 
看 作 玫 (R 中 中 的 乘积 算 子 .证 明 一 人 A+VCx) + V(xo) 是 CYC(R5) 
上 的 本 质 自 伴 算 子 ， 其 中 人 是 2CR5) 中 的 Laplace 算 子 。 

6.5.14 设 A 是 自 伴 算 子 ，B 是 有 界 对 称 算 子 。 证 明 A+B 
是 自 伴 算 子 ， 而 且 

dist(o (A) ,oA+B))<IBI, 
即 
sup dist(4,0CA+B))<I1BI, 


入 EGB14) 


sup dist(o (A),4)<IBl, 


AE0(A+B} 


6.5.15 设 4 是 自 伴 算 子 ，DCC 是 Borel 可 测 集 ， 其 边界 
全 = 6D 是 一 个 光 清 闵 曲 线 。 设 了 Co(4)。 求 证 ， 


EC(D)= (21 — A)-!'dz, 
oni 
r 
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其 中 已 是 4 的 谱 族 。 
6.5.16 设 4 是 自 伴 算 子 ，C 是 紧 算 子 ， 则 
Ooss (A)=06ss (4+C)。 
6.5,17 设 Ve LICR) 是 实 值 函数 ， 证明 oo6s (-A+V)=| 
[0,co)。( 提 示 : 利用 coe。(- A) =[0,co))。 


§ 6 无 界 算 子 序列 的 收敛 性 


无 界 算 子 的 定义 域 是 稠密 集 而 不 是 全 空间 ， 当 我 们 要 引 和 无 
界 算 子 序列 A 趋向 于 4 的 收敛 性 概念 时 ， 它 会 引起 很 大 麻烦 ， 
这 是 因为 无 穷 个 稠密 集 只 (4 的 交集 可 能 很 小 ， 甚 至 是 空 集 。 例 


如 在 严 (RD 上 ，4sx= (1- 寺 jx 在 某 种 意义 上 ， 显 然 应 当 有 4 


也 

一 4C7， 然 而 可 以 选取 定义 域 D(4。),D(4) 互 不 相交 ， 而 使 4。， 
4 均 为 本 质 自 伴 。 为 了 避 开 这 个 困难 ， 我 们 自然 要 用 某 种 无 界 算 ， 
子 的 有 界 图 数 来 代 夫 它 ， 而 认为 两 个 无 界 算 子 很 “ 近 ”， 是 指 它 
们 的 其 种 有 界 函 数 很 接近 .我 们 熟知 预 解 算 子 是 无 界 算 子 的 有 界 
函数 。 这 就 导致 元 界 算 子 序列 在 预 解 算 子 意义 下 的 收 纹 性 。 另 外 
一 个 避 开 这 个 困难 的 办 法 是 将 Hilbert 空间 YP 上 的 无 界 算 子 Am 看 
成 多 x 居中 的 图 (A%)， 而 研究 PP x 多 中 子 集 了 (4 的 序列 极 
限 ， 这 就 导致 无 界 算 子 序列 图 意义 下 的 收 丝 概念 。 本 节 将 引入 这 
两 种 无 界 算 子 序列 的 收敛 性 ， 着 重 讨论 自 伴 算 子 序列 在 这 两 种 不 ， 
同意 义 干 收敛 的 性 质 ， 两 种 收敛 性 的 关系 。 

6.1 预 解 工 子 意义 下 的 收敛 性 

考虑 Hilbert 空间 多 上 的 闲 算 子 7 ， 它 的 预 解 集 p(7 7 是 复 平 ， 
面 C 上 的 开 集 。 对 于 4E pCT)， 它 的 预 解 算 子 

R,T) = (CAT -7)”! (6.6.1) | 
是 多 上 的 有 界线 性 算 子 。 预 解 算 子 满足 下 列 预 解 方程 
Ri(CT) -RT)= -HA-WR, TIRT), (6.6.2) 


其 中 4,4E PCT)。 由 上 述 预 解 方程 可 知 预 解 算 子 关于 4 在 p(T》 
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的 每 个 连通 分 支 上 解析 。 事实 上 ， 当 14 一 1<IRi, C17! 时 ; 
有 展 式 | 


RT) = DA- hrR, Tt, (6.6.3) 
=0 
因此 
d n 

(Bi) Ri(T) 一 (一 DJnalRCTJnr5 + .1,2,3,0. (6.6.4) 

而 且 
IR, TP1/distCh, oT)). (6.6.5) 

如 果 记 R,,(T) 的 谱 半 径 为 + ， 那 么 还 有 

r=1/distCho,o(T)). (6.6.6) 


定义 6.6.1 设 {4。},4 是 了 Hilbert 空间 多 上 的 自 伴 算 子 。 如 
果 对 于 每 一 个 4E C，Im4 天 0，Ra(4) = 一 limR, 04) 就 称 As 


在 北 预 解 意义 下 收敛 到 4， 记 作 4。~>4S.R.S) 或 者 记 作 Ss. R.S 一 
limA., = 4。 


镶 一 书 


如 果 R.(4) =1limR:,(4)， 对 于 每 个 Im4 天 0 的 hE C 成 立 ， 
就 称 4。 在 算 子 模 预 解 意义 下 收敛 到 4， 记 作 44CN.R.S) 或 
者 记 作 N.R.s 一 limA, = 4。 

注 ” ”如 果 对 于 每 个 1E C,Im4 关 0, 有 RA) =w -limR,(A,), 
则 称 4 在 弱 预 解 意义 下 收敛 到 4 , 记 作 An->A(W.R.S) 或 者 记 
作 W.R.S 一 limA = 4. 显然 A 一 A(N.R.S) 二 A, 一 A(8S.R.S) 二 An 
一 ACW.R.S) .但 是 由 预 解 方程 (6.6.2), 当 As->ACW.R.S) 时 ， 有 

上 CR CA,) R, CA)) Xl? 

= (RCAn)x, RCAn)x) — CR, CA)xX, RCAn)x) 
— CRiCAn)X, RACA)X) +t CR,CA)xX, RCA)X)Y 
= (Ri(An) RCAn)x,x) — CR.CA)xX, Ri (An)xY 
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- (RCAn)x, RCA)X) + (CR,CA)xX, RiCA)X), 
—>0 

这 说 明 4,->A4(Ss.R.S)。 所 以 弱 预 解 意义 下 的 收敛 性 等 价 于 强 预 
解 意义 下 的 收敛 性 。 

命题 6.6.2 设 {A,}, A 是 Hilbert 空间 2S 上 的 有 界 自 伴 算 
子 ， 而 且 一 致 有 界 ， 则 

4 一 4(N.R.S)<e->4,~>A4 ( 依 算 子 模 ) 。 

证 明 “<==” 设 |4。- 4 一 0， 任 取 XEC，Im4 天 0， 则 

ChAn 4)( 人 1 - 4)-:->0。 由 于 
(1 -AD)-1= CHAT- ATTT + CA A) AT— 7- 二 -1 


所 以 (41 - 4。)-1-> (4 一 A)-!. 
4《 一 >》 设 N.R.S- lim4u= 4， 则 对 于 YAEC， ImA0, 
RCAn) -RC4)1 一 0。 由 于 
A-A,= (A -4)-(7 -4) 
= (A — ALTA — A)-! 
— C41 — A,) -JCal — A) 
以 及 4A。 模 一 致 有 界 推 得 | 4 - A->0。 命 题 获 证 。 
定理 6.6.3 设 {4.},4 是 自 伴 算 子 。 
(1) 如 果 存 在 EC,Imho 取 0， 使 得 JR,, C4n) -Ri (42)1| 
一 0， 则 
N.R.S -limA, = A, 


CT 


(2)》 如 果 存 在 EC，Im 和 隆 0， 使 得 slim R,。(A4,) = 
R, (4)， 那 么 
Ci S.R.S—limA, = A, 
证 明 (1) 设 limR， (4n) =R，。 (A) ,不妨 设 Im 和 60， 由 于 
Rax(C4) ,Ri(C4) 在 上 半 开 平面 解析 ， 故 有 震级 数 展 式 
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Ri(C4) = Dy Oo MR (4)24305 (6.6.77 
-0 


以 及 
RA = DMD RY A) 6.6.8) 
天 一 0 


级 数 在 开 圆 {VAEC|1i4- ol 过 Im4oj 上 依 算 子 模 意 义 收 效 。 于 是 
由 Ri (An)—>R, (A), 得 到 在 开 { 人 ECI4-4<Ima 上 
' R,(4,)->R,(A)。 重 复 以 上 过 程 ， 可 得 当 4EC，Im4>0 时 有 
| RiCAn)—>R, (4)。 
利用 恒等式 
(CC—if—-A)-1i- (~il -A)-! 
=[(C4 — 11) CAn + LRiCA,) - RiCA)] 
[CA-1D) A+ HT, 《6.6.97 
右边 第 一 、 第 三 因 式 分 别 是 A。 及 4 的 Cayley 变换 ， 它 们 的 模 小 
于 等 于 1 。 所 以 由 Ri(4) 一 Ri(4) 即 得 R_;(4,) 一 R_,(A). 用 
ee 可 证 在 下 半 开 平面 上 R; (4n) 一 R， 《也 成 
。 帮 NN.R.S 一 limA, =A., 
(2) 重复 (1) 中 的 证 明 ， 用 强 收敛 代替 算 子 模 收敛 ， 即 得 结 
! 论 。 证 毕 。 
命题 6.6.4 设 {4。} ,4 是 自 伴 算 子 ,具有 相同 的 定义 域 乙 。 
(1)》 若 对 于 每 一 个 XE D，limA。x = 4x， 则 


S.R.S 一 HimA4，。 = As 


(2) 在 愉 上 赋 以 图 模 1x1a= 1x1 + 14x1， 若 
Lim sup _ IA, Axl=0, (6.6.10%: 


ao ED lslg™ 


则 
N,R.S ~ limA, = 4。 


第 一 oo 
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证 明 CQ) 任 取 xED，, 记 y= (4-220xz， 则 
Ri(An)y — RiCADyY 
= R;(A,) (A ~ A,)x—0, 
这 是 因为 |Ri(4as)1 和 1，(4- 4)x->0。 由 于 4 自 伴 ， 多 = 
Rh4-iD， 改 s- lim RiC4a) = RiCA)。 根 据 定理 6,6.3, 有 
S.R.S— limA, = A, 


Bo 


(2) 对 于 任意 的 yeEP， 记 x= RCA)y。 则 xED, y= 
C1 — A)x, yl:= |x)? + AxI:, 


AA 


于 是 
[Ch ~ A)xh NA ~ A)RICA)Y] 
lxla | 
alr- A)xl (6 .6 11) : 
xj 机 
当 乡 跑 遍 整个 多 时 ，x 跑 遍 整 个 定义 域 愉 。 因 此 已 知 条 件 
- lim sup | 14 一 4)xl=0 
等 价 于 


克 了 + (4 一 A%)R;(A) 一 1!。 于 是 出 恒等式 
R,(An) = Ri(A)LT + (A- A,) RA 
推 得 lim|Ri(4) -RiCO1=0。 根 据 定理 6.6.3， 有 N.R.s- 
lim4, = 4。 命 题 证 毕 。 
依照 定义 6.6.1 或 定理 6.6.3 来 判定 自 伴 算 子 序列 在 预 解 算 子 
意义 下 的 收 系 性 ， 事 先 需 要 知道 极限 算 子 。 如 果 只 给 出 了 某 自 华 
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算 子 序列 ， 如 何 判定 它 是 否 在 预 解 算 子 意义 下 收敛 ， 并 且 当 已 知 
收敛 时 如 何 给 出 极限 算 子 ? 下 列 的 Trotter-Kato 定理 给 出 了 这 个 
问题 的 一 个 答案 ， 
定理 6.6.5 设 {4} 是 Hilbert 空间 多 上 的 自 伴 算 子 序 列 ， 
ho boE C, Imho>0，Impo<0，R, (An) Re (4 在 和 上 强 收 
纹 ， 记 羽 限 算 子 分 别 为 了 so Tso: 
limR,, (An) x = TY, (6.6.12) 


limR, (An)x=T, xX, 《6.6.137 


若 T，,T，, 的 值 域 在 多 中 稠密 ， 则 存在 自 伴 算 子 4， 使 得 
S.R.S — limA, = A, 
证 明 引用 定理 6.6.3 的 证 明 方法 ， 由 R，(4) 强 收 伍 可 推 
出 对 于 每 一 个 4EC，Im4>0，R;: (4;) 强 收敛 。 记 
limR, (An)xX=T,x, 2XE 和 ， 


” 则 了， 关于 4 在 上 半 开 平面 解析 。 同 理 可 延 拓 To 成 了 。，VYAE 
C，Imw<0，7， 关于 4 在 下 半 开 平面 解析 。 易 见 诸 了 : 交 换 ， 
T=Ti， 而 且 人 了; 适合 预 解 方程 (6.6.2) 式 。 所 以 诸 了 :的 值 域 相 

: 同 ， 记 作 D 。 根 据 已 知 条 件 ， 忆 在 多 中 稠密 ， 
因为 ker7 , = (RanTy)+ 上 = (Ran7 7)+ 上 = 万 := {9， 所 以 了 1 存 


在 。 定 义 算 子 4 ， 
D(A) =D, 《6.6.147 
Ax = Ax — Tilx, VxEDD。 (6.6.15> 
由 于 了 工 , 适合 预 解 方程 


T, -Ta=— (4-WT,T,, 
依次 右 乘 了 ii! 及 左 乘 了 7， 得 到 
4 一 了 = 及 一 人 51。 
-所 以 4 的 定义 与 4 的 选择 无 关 。 
易 见 4 是 稠 定 对 称 算 子 ， 又 因为 
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RBA) = R(-T?!)=P. 


积 据 定理 6.2.4， 可 知 4 是 自 伴 算 子 ，T ,= R,(A)。 所 以 
S.R.S -limA, = A, 


Ro0 


定理 获 证 ，。 
定理 6.6.6 给 定 罗 上 上 的 自 伴 算 子 {4。} ,4。 
(1) 设 f 是 民 '! 上 连续 函数 ，f/( 士 20) = 0， 若 N.R.S -limA， 
=A, 则 If (hr) -f(A4)|—0; 
(2) 设 f 是 RR! 上 有 界 连 续 函 数 ， 若 S.R.s -lim 4n = 人 4， 则 
好 一 limf (An) 三 f (4) 。 
证 明 (1) 令 
C.(R'!) = {f 在 民 ! 上 连续 ，/( 士 co) =0}， (6.6.16) 
w ={P(; 汪 ;7 )|P 为 二 元 多 项 式 }。(6.6.17) 


ttt 


.从 逼近 定理 5.4.11，. 巡 在 C-( 及 "中 稠密 。 给 定 *>0， 3 多项式 
“PQi,s) 使 得 


1 -P(t )|<s. 


向 谱 分 解 定理 
Nf As) = PCA +11)™!, (A -2D-951 <3, 
1f CA) - POA+1D -1, (4 下 -0 [<3. 


已 并 人 , 习 A(N.R.S)， 和 N， 使 得 当 n>>N 时 ， 
[POA +11) -1, (A, -11) -1) 


-P(A+ID, 4-iD DSS. 
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1(4) ~- f(A) ee, 
(2) 设 gm (2) =exp( 一 总 /m) EC.(R!)。 因 为 limgm (t) = 1y 


所 以 对 于 VxE 多 ，limgw CDx=x。 于 是 对 于 给 定 的 xE 多 ， 


e>>0， 存 在 mo， 使 得 
lo。 (xz- xl<e/Cel7l-)， 


C-(RD，7(4w 一 >/(C4)。 特 别 地 ,由 于 gw,EC. (有 RD， 存在 
Ni， 使 得 当 mn 二 NN 时 ， 
|9m, (An)x— gm, (A) x|<e/ 611.). 
于 是 ， 当 ”> Ni 时 ， 
lgm, 04)x -xz 入 s/ 31 ， 
又 因为 7(Dgm 的 EC (有 RD， 所 以 存在 Na， 当 ?>ANs 时 ” 
If CAn) gm, (An)x— F(A) gn, (A)X|<e/3, 
取 NN=max(Ni,N,)， 则 当 n>>N， 
fCAn)x— fA) XSI CA)x— FA) gm, (A) Xl 
+ 1f CAn) gm, (A)x— f(An) gm, (An)x| 
+ lf (An) gm (An)x— f(A) gm (A) 
+ lf CA) gn, (A)x -f(A)xl<e, 
定理 得 证 
例 6.6.7 ”对 于 4 月:， 国 数 1(s) =exp(its) 是 及 上 有 界 连 
续 国 数 ， 于 是 若 S.R.S-1lim4,=4， 则 s -lim exp (tA,) = 
1 exp(it4)。 这 个 例子 的 逆 命 题 也 是 正确 的 。 即 由 
s—lim exp(itA,) =exp(itA), Vi€ER! 


Ro0 


成 立 ， 可 推出 
S.R.S -limA, = A, 


为 证 明 此 命题 ， 先 推导 有 关 预 解 算 子 的 一 个 等 式 。 任 取 pe 
C, Imu<0, 对 于 U,VE 和 多， 
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. jo 
(R, (A) u,v) =| Hs (E ,u,v) 


=| ( 让 tuet tadt )aCEsu,0) | 
一 oo 0 
.ftoo 十 oo 
=i| ee 人 (| ett2 d(Bau,w) )dt 
0 一 oo 
+eo 
=i| eiit (et tAn,y) dt 
9 
+% 
=-(i| otitrot tsudtyv ), 
0 四 


其 中 {E;} 是 自 伴 算 子 和 4 的 蛮族 。 所 以 当 Imu<0 时 


Rs Mus=i] etror aud, (6.6.18) 
o 


将 这 一 等 式 用 到 自 伴 算 子 {4u},4 上 ， 对 于 任意 x*& 多 ， 
: LR,CAn)x— Ra (A)x] 
’ <[- elIme)t|eitArx — etthxlldz. 


如 果 s 一 lim exp (itAn) =exp (it4)， 由 控制 收敛 定理 得 到 s- 
limRe(4n) = Rs(A)，Imp<0。 再 由 定理 6.5.3 得 S.R.S limA， 
二 4。 

下 面 讨 论 当 自 伴 算 子 序 列 在 预 解 算 子 意义 下 收敛 时 ， 它 们 的 
谱 族 序列 的 收敛 性 质 ， 

定理 6.6.8 给 定 自 伴 算 子 {4%},A， 设 N.R.S 一 limA, =4, 

(1》 若 4Ko(Ah)， 则 存 在 N， 当 mn 二 NN 时 ， 有 WE0(4，)， 
而 且 |R。 (A.) 一 R, (4) 1 一 0 

(2 记 4。,4 的 谱 族 分 别 为 {EC(4%)} 与 {2 (4)}，n=1,2， 
9 设 a,bE R', a<b, a,bE P(A), 则 


CY 


PEL, 6 (An) - Ets, vb; (A)1->0, (6.6.19) 
其 中 E [a, b); (An) = Ep-olAn) 一 Es (An), Er, b) (4) = Evo(A) 
- E,(A), 
证 明 (1) 只 须 考 虚 4 是 实数 情形 。 因为 Ep(4)，36> 
0， 使 得 (4 一 6,4+6) 人 0(4) = 名。 
上 Res ,0 3 (A) x 


1( i + A)-idBx 
<| -XdalBizle< 吉 lx， 

所 以 1Roisvas(4)1<L76。 于 是 存在 义 ， 使 得 
Ra, i653 CAn) fe2/6, 当 n>N, 


这 说 明 R, (4) 关 于 Mo=A+10/3 处 的 索 级 数 展 式 (6.6.3) 至 少 有 
政 伍 半径 6/23。 故 当 2>N 时 HEp(C4) ,并 且 1ReC4) -RCA)1 


一 0 


2 


(2〉 因 为 a,b5Ep(4), 由 (1) 知 当 7 充 分 大 就 有 4,5E P(An)， 
3 并且 1 Ra(A,) 一 R, (A) 1->0, 上 Rs (CA) 一 Rb (A) 1l—>0, 故 存 在 N 


及 e< 志 (4)， 使 得 
sup{lRa CA), IRs (A 1} SE. 


所 以 当 n 宕 NN 时 ,，o (Aw) 站 (4~e,b+E)C(ate,b -6), 
令 连 续 水 数 f(x)， 满 足 0 委 jx) 委 1， 且 


fb XE (a+e,b —e), 


f (x) =1 
0， XE (a-e,b+E), 
于 是 
Era,o) (Ma) = 了 An) 
EL, sb (4) = 4)。 
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运用 定理 6.6.6(1)， 即 得 E [a, b); (An) —E [a» b) (4) 。 证 毕 。 
定理 6.6.9 给 定 罗 上 的 自 伴 算 子 {4,}, 有 4， 假 设 S.R.S 一 


lim4 = 4。 


(1) 若 AEo(4)， 则 存在 和 EoCAn)， 使 得 0 一 和 

(2) 设 4,bE RR!，a<b，4a,b4 0p(4)， 则 对 于 每 个 XE 多 ， 
有 limEa, bpy (An)x = Esp (A) Yr, 其 中 Eco, oy (An) 以 及 Ea, vb) (A) 
的 意义 与 上 一 定理 相同 。 

证 明 (1)》 只 要 证 明 若 o,pE 民 !: ,4<<5 ,并 且 (a 站 5(4) = 
多 Yn 成 立 ， 则 (a,b) 门 c(4) = 苯 ， 


记 和 =24+2 + 闪 =4, 由 谱 分 解 定理 易 得 (4,) 站 0 (A) = 等 
价 于 


2 2 


EA C6.6.20) 
因为 s— lim(hol ~ 4)-1= (4o1 - 4)-:， 故 
ao- 人-Ts<limlu AYE 2760- oa)。 
这 就 证 明了 (1) 。 
(2) 用 xs 表示 有 :上 Borel 集 4 的 特征 函数 。 选取 满足 下 列 
条 件 的 一 致 有 界 连续 函数 列 fn 与 ga :0 委 户 委 X 005) ,Vi,fn(i) 人 
Kens Bb1 Cb) ss Xta, oIn, Vt, gn(t) Vy Xro, so1(t)。 于 是 $s- limf, (A) 
=E.,.,»(A), s -limgn,(A) = BE,,, (A). 
因为 ab 和 纺 ap(4)， 敢 Bob (4) = Eio, 51(4)。 干 是 对 于 给 
定 之 0,xE€ NP， 存在 有 界 连 续 沙 数 1,g， 适 合 0 和 /Xo, ov 私 
Xxiao 全 9， 并 且 
lf (A)x ~ g(A)xlee/5, 


按照 定理 6.6.6， 存 在 N， 使 得 当 之 N 时 ， 


有 Ch)x 一 (4)x1 委 s/5， 
lg(4)x-9(4)x 委 s/5。 
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因此 
[lf (An)x— 9g9(An)x|R3e/5, 


又 因为 
[fCA)x— BE, as CA)xlEIf Ax — g(A)xl, 
Hf OCA) xX— Eo, oCAn) XIE An) x — g (An) xl, 
推 得 
jEBo, 0 (An)x* ~ Es,, s (A)X)| Se, 
定理 获 证 。 


推论 6.6,10 设 {14,} 是 正 自 伴 算 子 序 列 ， 4 是 自 伴 算 子 , 蔡 
S.R.S 一 lim4 = 4， 则 4 是 正 算 子 。 

证 明 VYV (4,5)C(-00,0)， 因 为 (4a,8) 门 0 (A4)= 名 ，VY 1 成 
立 ， 故 由 上 述 定 理 (1) 知 ，(4, 引 站 0 (4) = 好 ,所 以 4 是 正 算 子 。 

6.2 图 意义 下 前 收 敏 性 

定义 6.6.11 设 {Tw} 是 而 lbert 空间 上 的 线性 闭 算 子 序 
列车 UnEDCn) ,un>U 并 有 Tnun>v, 则 <u,v>E& 多 xx 多 称 为 
{Ta} 的 强 图 极限 点 ， 全 体 强 图 极限 点 组 成 的 集合 记 作 中 。 若 线 
性 算 子 TT 的 图 恰 是 碟 ， 则 称 人 是 {Tl} 的 强 图 极限 ， 或 者 说 7, 在 
强 图 意义 下 收敛 到 了， 并 记 作 sg- lim7。=7，。 

对 于 自 伴 算 子 序列 ， 下 面 的 定理 将 预 解 意义 下 的 强 收 钱 性 与 
强 图 意义 下 的 收敛 性 联系 起 来 ， 事 实 上 两 种 收敛 性 是 等 价 的 。 

定理 6.6.12 设 {4w}, 4 是 多 上 的 自 伴 算 子 ， 则 


S,R.S- lm 4 = A<->509- limA, = 4。 (6.6.21) 


LT 下 


证 明 “= 一 >”VYVuED(A), 今 
un= (i -An ~ AYuE D(A,), 
因为 4% 一 A(S.R.S) , 故 一 4, 并 且 Anun = tun (1 -A4)u->Au, 
所 以 <u,Au>E Ts, 从 而 (4)CTs,。 
反之 ， 任 取 <u,v>E 人 ， 根 据 强 图 极限 定义 ，3 un ED (A,)， 
Un>U, Antin>V, 令 wWn = (1T-A4)-T A)unED(A)， 则 
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wn— un=[L -A GT- A A 2， 
=[( 红 -4 G7- A)-1 Cin iu Au +) 
+[LG1— A (A) (iu—-v)—>0, 
所 wr-—>u。 又 (1 -A)w, = (i An)un—>iu 一 v， 推 得 Awn->Vv。 
由 于 4A 是 闭 的 ， 故 ueED(4), v= Au， 即 <u,v>ET(A)， 所 以 
73CT C4) 。 这 样 我 们 已 经 证 明了 7(4) = T&， 即 4= sg- limA，， 


<” 设 A=sg-limA,，。 于 是 对 于 VuE€ED(A), <u,Au> 


S7 (4) = 1。 由 强 图 极限 定义 ，3 un€ D (4,)， 使 得 un 一 4, 并 
且 Anun 一 Au。 因 为 | G1 - 4%) 1]， 
LRiCA) — Ri(A)JGT — A)u 
= (1 -AILGT Au- (1— A,)u] 
= (1 AT Au (1 — As)u,] 


+ Un, ~ U0。 


又 因为 R(1 -4) = 多， 改 Ri(C4) 一 一 Ri(4)。 由 定理 6.6.3, 得 
到 S.R,S -limA4。 = A。 定 理 获 证 。 


习 是 


6.6.1 设 {4.}, 4 是 自 伴 算 子 , Vx,yE 知 ,VAE CA 二 0， 
(Rs, (An) X,Y) -> (Ri (A)X,y), 

求证 A,->A(s.R.s)。 

6.6.2 设 {4。} ,4 是 正 自 伴 算 子 ， 证 明 4,->4(S.R.S) 当 且 
仅 当 (4。 + 门 -一 >(4+ 门 -1 

6.6.3 设 4 是 自 伴 算 子 ， 证 明 

(1) N.R.S - limti4= 罗 4， 其 中 性 厌 0; 

sio 
(2) ,im lexp (4) -exp (tto4)1 =0 当 且 仅 当 4 是 有 界 的 
6.6.4 设 {4.}，4 是 一 致 有 界 自 华 算 子 ， 证 明 
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4 一 -> A(S.R.S) < > 4 一 >A4。 

6.6.5 设 {4,)} ,4 是 自 伴 算 子 ， 求 证 4,~>4(S.R.S)， 当 旦 
仅 当 exptt4) 一 exp(Gt4) 在 任意 上 的 有 穷 区 间 上 一 致 成 立 。 

6.6.6 设 {4,} ,4 是 一 致 有 界 自 伴 算 子 ， 4 一 *A， 但 是 
A。 -> 4 ,试问 依 弱 预 解 算 子 意义 4。 收敛 到 4 吗 ? 为 什么 ? 

6.6.7 设 {A,}, A 是 正 自 伴 算 子 ,exp(--tAn) 一 >exp( 一 th), 
对 于 每 个 上 > 0 成立; 求证 S$.R.S -limA, = Ah, 

6.6.8 设 {4,} 是 对 称 算 子 序列 ， 令 DS={x|IjyE 和 ，<x， 
geE Ts}， 车 Ds 在 多 中 稠密 ， 求 证 {4。} 存 在 强 图 极限 并 且 极 限 
算 子 也 是 对 称 算 子 而 且 是 闭 算 子 。 

6.6.9 设 {4.} 是 多 上 一 列 线性 算 子 , 记 72= {u,v>E%N Xx 
略 | 3 如 ED(4)，mm-> Antin 六 Vj}。 荐 [是 一 个 线性 算 子 4 
的 图 ， 则 称 4 是 {4,} 的 弱 图 极限 , 记 作 4=wg 一 limA。。 设 {A}， 
4 是 一 致 有 界 的 自 伴 算 子 ， 求 证 4 =wg - lim4 当 且 仅 当 w- lm 
An=A, : 

6.6.10 ”人 设 {4,} 是 一 列 对 称 算 子 ， 记 De = {x| jyE 9% <x， 
y>eE Ts}。 车 Ds 在 这 中 筒 密 ， 求 证 是 一 个 对 称 算 子 的 图 ， 
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第 七 章 算 子 半 群 


设 多 是 一 个 Banach 空间 。 一 族 多 到 它 自 身 的 有 界线 性 算 子 
{TGD1ic R1+:} 称 为 一 个 强 连 续 线性 算 子 半 群 (简称 强 连 续 半 群 ) 
是 指 : 

(1) T(0) = 六 

(2) THOT) =T(s +t), Ys,t>0 

(3) VxE 2,te3T 了 T(t)x 在 名 模 下 连续 。 

(2) 称 为 半 群 条 件 ， (3) 称 为 连续 条 件 。 

注 联合 条 件 (1) 与 (2)， 假 设 (3) 可 以 换 成 形式 上 较 弱 的 等 
价 条 件 

(3)’ YrxER,NTOx-x|->0， 当 ty0, 

(3) “ 称 为 在 = 0 点 处 连续 条 件 。 

这 种 算 子 半 群 在 微分 方程 、 概 率 论 ( 马 氏 过 程 ) .系统 理论 、 
逼近 论 和 量子 理论 中 是 经 常 出 现 的 。 而 其 最 简单 的 原型 在 线性 常 
微分 方程 的 初 值 问题 中 早 就 遇 到 了 . 

设 4 是 一 个 2 x n 实 矩阵 ， 方 程 组 

DA, 
x(0) =xoER" 
在 空间 C [0, co) ,月 ") 中 解 存 在 唯一 ， 设 二 >0， 券 察 映射 
了 (xx 人 (tb。 
那么 由 解 的 存在 性 ，1{T 了 (1t 宇 0} 有 定义 。 它 们 显然 是 线性 算 子 ， 
并 且 由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 它们 是 有 界 的 ， 

现在 看 它们 是 否 构 成 强 连续 算 于 半 群 ， 即 检查 是 否 满足 强 连 

续 半 群 的 三 个 条 件 。 因 为 
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条 件 (1) 为 初 值 定义 所 蕴含 ; 
条 件 (2) 由 方程 平移 不 变性 和 唯一 性 所 保证 3 
条 件 (3) 由 解 的 连续 性 推出 。 
所 以 这 样 定 义 的 算 子 族 {T 雪 1 芝 0} 是 一 个 强 连续 线性 算 子 半 玲 。 
在 常 微分 方程 理论 中 ， 我 们 可 以 把 算 子 半 群 {T 9 | 之 0) 通 
过 和 矩阵 写 出 来 ; 
T(t) =e!4= > eA” 


nl 
n= 


上 式 揭示 了 算 子 半 群 {以 |t 宇 0} 与 矩阵 4 的 关系 ;T ( 引 可 
以 通过 4 的 指数 表达 出 来 。 

我 们 自然 要 问 ， 对 于 一 般 的 强 连 续 线性 算 子 半 群 人 (9 | 过 
0}， 是 不 是 也 有 一 个 线性 算 子 4， 使 得 了 (9 =exp(t4)? 车 有 ， 
此 式 的 意义 如 何 ? 又 这 种 算 子 存在 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 

这 是 本 章 中 心 要 解决 的 问题 .这 个 问题 的 答案 是 8 I 的 Hille- 
Yosida 定 理 。 本 章 还 讨论 酝 算 子 群 的 结构 ， 给 出 了 Stone 定 理 。 算 
子 半 群 理论 的 应 用 是 十 分 广泛 的 ， 本 章 将 给 出 算 子 半 群 在 马 氏 过 
旦 、 遍 历 理 论 、 发 展 方程 以 及 散射 理论 中 应 用 的 简单 介绍 。 

习题 1 在 算 子 半 群 条 件 (1) , (2) 下 ， 证 明 (3) <> (3) 。 


习题 2 设 AeL(2?, 人 2)， 令 exp(tA) = 祖 ) 1"4'/n1, 求 证 


Li 
{exp (tA) |i 宇 0} 是 名 上 一 个 强 连 续 半 群 。 


$1 无 穷 小 生成 元 
1.1 无 穷 小 生成 元 的 定义 和 性 质 
设 多 是 Banach 空间 ，{T (|iE 民 1} 是 名 上 一 个 强 连续 线性 
算 子 半 群 ， 我 们 来 寻找 线性 算 子 4 。 令 
A;=ti(T() -1), Yt>0. (7.1.1) 
定义 7.1.1 按 下 列 方式 定 义 名 上 算 子 ， 
D(A)=1{xE P|IX*E YS, limAix = x*}, (7.1.2》 
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A x FX*, : (7.1.3) 
算 子 4 称 为 {T (1te 及 甘 的 无 穷 小 生成 元 ， 简 称 生成 元 。 
由 上 述 定义 给 出 的 无 穷 小 生成 元 ， 有 下 列 简单 性 质 。 
(1 4 是 线性 的 。 
(2) 4 是 稠 定 的 。 
证 绷 ” 对 于 任意 XE 多 ， 对 于 每 一 个 SE 及 +， 令 
x = | 了 GDxa， (7,1,4) 
SJo 
则 


Tx = 二 | T(t +r)xdi, 
3 Jo 


A,x; = | FPCE+r) -TH) xdt 
7SJ0 


= 2 TO)xdt- 二 | TE) xdt 
7s 上 7SJn 


1 3+r | 1 r 

= 二 了 (iDxd 一 一 | T(xdt 
73 Js rsjJo 

-= (了 (S)X 一 X) = A,xX, 当 Fry0。 


所 以 ED(4)。 又 因为 zx， 当 s 0。 所 以 避 (4) 是 稠密 的 。 
此 缠 ， 
(3) 荆 () 将 DPD (4 上 映 入 到 D (4) 内 ， 并 且 当 xE€ D(A4) 时 ， 
FTODx= AT r= TO) Ar, (7.1.5) 
证 明 ”由 4 的 定义 ， 有 


AT()xX= STT(E+S) ~ TH) x 
=T 0) A,x, 


设 xE D(4)，sy0， 由 于 上 式 右 边 存在 极限 了 (Ax， 说明 
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TCXxEDCGA)， 故 TQ) ,D(A) 一 D(A4)， 而 是 


d+T (£)x _ limd C+S)x— Tx 
dt a310 9 


=T() Ax = 4 了 (2X。 


-dd-7 dT (t 
堵 如 能 证 一 全 = 一， 那么 (7.1.5) 式 就 得 证 。 


对 于 任意 5 汪 0， 有 
| — T(t—6)x 
6 


-人 (hx | 


<|7o-ol -4 


+1TG-LAx-T 6) Ax 


T(6)x—Xx 
6 


<ITe-01 -4z 


+HTG- lAx-T() Ax), 
对 于 一 般 的 强 连续 线性 算 子 半 群 ， 我 们 将 要 证 明 算 子 范 数 是 指数 
型 增 涨 的 ， 即 存在 常数 MM>>0，@ 汪 0, 使 得 | 了 TT (1 志 Mexp (ob ( 见 
(7.1.21) 式 )。 暂 且 承 认 这 一 事实 ， 于 是 当 5->0; 时 ， 上 列 不 等 
式 最 右边 趋 于 0 。 因 此 


d-T (t)x -lim Ox- TEGO 
dt .40 0 


_ _drT (I)x 
=T (tAx = 


注 (7?.1.5) 式 也 可 写成 积分 形式 ， 对 于 YxEPD(4)， 
Tx-x=| Ts) Ards= |' AT (sxds, (7.1 6) 
o a 


(4) 4 是 闭 算 子 ， 
证 明 车 xs&E D(A)， 满足 Xn->*， yn = Axn—>y, 则 
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lim A,x = lim lim A.x, 
rf-*0+ fF—*0+ No 


= lim lim 1 (T(r) 一 站 xn 


0+ 时 


= lim lim ro (由 (3)) 
0 


一 0 二 7% 


lim -一 ,TW ydt 


?一 0 二 


三 


从 而 X*ED (A), 而 且 Ax=y。 

总 结 (1) 一 (4)， 我 们 得 到 

定理 7.1.2 设 { 人 (|t 宇 0} 是 一 个 强 连 续 线性 算 子 半 群 ， 则 
它 的 生成 元 4 是 一 个 线性 稠 定 的 闭 算 子 。 此 外 ， 对 于 每 一 个 xE 
D(A4)， 有 


dT Ox AT x=T0) Ax. 
di 

1.2 Hille-Yosida 定 理 

以 下 要 讨论 一 个 线性 稠 定 闲 算 子 能 成 为 某 算 子 半 群 的 无 穷 小 
生成 元 的 必要 充分 条 件 。 首 先 限制 于 一 类 较 特 殊 的 算 子 半 群 来 讨 
论 。 

定义 7.1.3 一 个 强 连续 线性 算 子 半 群 {T (4) | 过 0}， 如 果 算 
子 模 满足 如 下 条 件 ， 对 于 每 一 个 t 汪 0， 

[Te |e, (7.1.7) 


就 称 {7 (t) |t 宇 0} 是 强 连 续 线 性 算 子 压缩 半 群 ， 简称 压缩 半 群 。 
由 算 子 微分 方程 (7.1.5) 式 ,可 以 得 到 形式 解 了 9 = exp (tA)， 
所 以 有 形式 运算 


ht -| -41et4adt = 1 -~ 
| etT (bdt ， exiet4dt | R, (4) 。 
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站 计生 和 人 全 作 和 而 最 右 端 则 是 4 的 预 
解 式 。 尽 管 这 是 一 个 形式 运算 ， 但 是 它 给 了 我 们 一 个 启迪 。 对 于 
压缩 半 群 ， 可 以 建立 左 端 半 群 的 Laplaee 变换 与 有 端 无 穷 小 生成 
元 的 预 解 算 子 的 严格 关系 。 

设 { (| 空中 是 压缩 半 群 ， 则 积分 


[eT (7.1.8) 
0 


在 右 半 平面 {AE C|Re4>>0} 上 收 钱 ， 记 作 R;。R; 是 一 个 有 界线 
性 算 子 ， 满足 


to /Rea)t _ 1 
RS 人 ed = Rl .1.9) 


引 理 7.1.4 设 4 是 压缩 半 群 {T()，; t 宇 上} 的 生成 元 ， 则 
{4€E CIRe4>>0}Cp(4)， 而 且 当 Re4>>0 时 ， 


R, (A) = | eT wa. (7.1.10) 
0 


证 明 ”要 证 明 当 Re 4>>0 时 ，(4- 4) -1=R,。 即 要 证 明 对 于 
VxE 多 有 RxE D(A)， 而 且 


(M4— A)R,xX= x; (7,.1,11) 
以 及 ， 对 于 VxED(A) 有 
R, (A A)xX=xX,. 《7,1.12) 


为 证 明 (7.1.11) 式 ， 只 需 证 明 极 限 
lim (A~ A)R,X=xX, 
a=0+ 


事实 上 ， 


AsRax=T | esiLT +s) — T(xdt 
0 


As to As rs 
=。 !| ez- ea 人 (xd 
S 0 3 Jo0 
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一 人 RiZ-X 当 s—>0+。 
歼 RixE D(A)， 并 且 关 系 式 (7.1.11》 成 立 。 
当 xEDC4) 时 ， 由 (7.1.5) 式 


RAx= | eT Axd 
0 
十 oo 
-| et T(xdt 
0 


=e-4iT(t)x | | | euT()zdt 
0 in 
= —X+AR,X, 


即 得 关系 式 (7.1.12) 。 于 是 引 理 成 立 。 

由 公式 (7.1.10)，(7.1.9) 立 即 可 得 压缩 半 群 生成 元 4 是 
一 个 笛 定 闲 算 子 ， 并 且 满 足 

(1) (0,co)Co(4); 

(2) 1R CA)1 志 1/4， 当 4>>0 时 。 

现在 要 证 明 (1), (2) 两 条 件 还 是 稠 定 闭 算 子 成 为 某 压缩 半 群 
的 生成 元 的 充分 条 件 。 具 体 来 说 ， 设 4 是 一 个 称 定 闭 算 子 ， 满 足 
条 件 (1) , (2)， 则 可 以 构造 一 个 强 连 续 线性 算 子 压缩 半 群 {T (| 
t 宇 0}， 使 得 它 以 4 为 无 穷 小 生成 元 ， 即 

Ax= lim tT ~ Dz, VYxED(4) 


成 立 。 
为 此 ， 对 于 每 一 个 +4 二 0， 首 先 引 进 算 子 
B,= 42(4— A)-1— 1, (7.1.13) 
由 于 4 满足 条 件 (1)，B; 在 全 空间 2 上 有 有 定义， 又 由 于 条 件 (2) 。 
18;1 志 24。 故 对 于 每 个 固定 的 参数 14>>0，B; 是 有 界线 性 算 子 ， 
于 是 可 定义 强 连 续 线 性 算 子 半 群 
T,(t) =exp(tB,), , (7.1.147 : 
我 们 将 征明， 
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1 在 D(A4) 上 ,s-limB,=A。 即 Yx€ED(A)， 
+ : 
lim B,x= Axs 


Ch 


2 ”对 于 Vi>>0，T, 提 强 收 伍 ， 记 了 (5 =s- (93 
3”{T()1t 宇 0} 是 一 个 压缩 半 群 ， 

4 ”人 的 1 空 0 以 4 为 生成 元 。 

证 明 1” ”注意 到 B,=4(04- 4)-14， 所 以 当 xE D(A) 时 ， 
Bsx— Ax=A4(4— A iAx— Ax= (Ah A)-!-1)Ax, 


而 对 于 任意 的 yE DP (4)， 


20 -4 7- Dy 0- A -Ay<i Ay 0, 


当 4-> + 吕 。 由 于 D(4) 在 多 中 稠密 ， 以 及 
14(4— A -TI<2, 


所 以 4(04- 4)-! 一 1/， 当 <-4 +co。 这 就 推 得 
lim 已 ix=A4x， VxED(A), 


2” 因 为 
[7T;, (0) I 


n=0 


歼 {T (2) 0 对 于 任意 xE€ D4)， 
IT, Cx—T, (tx| 


-| 


0 
<|. |e*24CB, — Bs)e':-eanx)ds 
0 


< losllee -oaolllkB， -Bozlds 


St](B, -Bi)xl>0,， 当 4,h>o0。 
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在 于 列 第 二 个 不 等 式 中 ， 我 们 交换 了 算 子 B, -Bs 与 。' "4 的 位 
置 ， 这 是 因为 预 解 算 子 R, (4) 与 R, (4A) 可 交换 。 景 后 的 极限 在 t 
的 有 穷 区 间 上 一 臻 成立。 由 于 IT 一 Ti 人 1 和 2， 即 7,(2) 一 
T(t) 一致 有 界 ， 因 此 7T, (关于 4 强 收 敛 ， 记 其 极限 为 了 GC)， 即 
VxXES, 

T(E X= lim T, (区 xx。 《7.1.15) 


此 极限 在 + 的 有 穷 区 间 上 一 致 成 立 。 

3 由 显然 是 线性 算 子 。 由 于 {人 , (tt 宇 0} 是 强 连续 压缩 
半 群 ， 推 得 {T (1i 宇 0} 也 是 强 连续 压缩 半 群 。 半 群 条 件 与 压缩 
条 件 显然 满足 。 这 里 只 有 {7 (9 1t 宇 0} 的 强 连 续 性 是 要 验证 的 . 事 
实 上 ， 由 于 在 1 的 任何 有 穷 区 间 上 ，T; (Dx 一 致 趋 于 工作 xz， 以 
及 

[TOx- To) xl 
TG)x-T, (t)xl 
+ 7T, Cx—T, (to) xl 
+ |T, Ct0) x — Tt) Xl, 
于 是 对 于 给 定 s>0， 可 以 取 14 足够 大 ， 以 致 右边 第 一 项 与 第 三 项 
各 小 于 s/3， 固 定 4， 再 取 |t~-| 二 56， 使 得 第 二 项 小 于 2/3， 即 
得 结论 。 

4” 设 压缩 半 群 位 (9 1t 宇 0} 具 有 生成 元 4， 兹 证 4= 4。 构 

造 4s=s- (GT(s) 一 门 ，s 盖 0， 因 为 对 玫 VxE 加 ， 


Tox-x= | T,(u) Bxdg, (7.1.,16) 


了 ()Xx->T(t)x， 以 及 当 xED(A) 时 ，B,x->Ax， 应 用 Lebesgve 
控制 收敛 定理 ， 得 到 对 于 YxE D(A4)， 


Tox-z=| T (u) Axdu, (7.1.17) 
[9 
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了 zx= | T (u) Axdu, 
5.Jo0 


今 s 一 n+， 用.X->Ax。 这 说 明 4 一 4。 

剩 下 来 证 明 D (XA) =D(4)。 事 实 上， 由 于 A4 是 压缩 半 群 
{T(t) |i 宇 0} 的 生成 元 , 由 前 面 关于 必要 性 的 证 明 , 知 2(4) 过 (0， 
oo)。 所 以 对 于 任意 的 40， 

(4%— AD(A)= P= (4-A)D(A), 
所 以 D(A) = D(A). 

总 结 1" 一 4"， 以 及 前 面 的 讨论 ， 我 们 已 经 证 明了 

定理 7.1.5 (Hille-Yosida) ”为 了 一 个 线性 稠 定 闭 算 子 4 是 
一 个 压缩 半 群 的 生成 元 ， 必 须 且 仅 须 ， 

(1) (0,co)Cp(4)， (7.1.18) 

(2) IR, (A)EI/4, Y4>0, (7.1.19) 

浅 “ 利 用 Laplace 变 换 的 反 演 公式 知 4 庆 (人 (| 之 中 的 对 应 ， 
还 是 一 一 的 。 

现在 回 到 一 般 的 强 连 续 线 性 算 子 半 群 。 

”由 于 对 于 任意 xE 色 ,{ 人 2，0 委 : 委 切 是 有 界 的 ， 由 共鸣 
定理 得 到 
sp ITWIH= M<o, (7.1.20) 


当 友 及 :时 ，#= [ 约 +{ 匡 ， 其 中 [的 表示 “的 最 大 整数 部 分 ， 
0 委 { 颖 二 1。 由 算 子 族 的 半 群 性 质 ， 
TO =TAEDTOUED =T A TD 
故 
IT OE A HT 
MH Me®: (7.1.21) 


其 中 4=InM。 所 以 强 连 续 线 性 算 子 半 群 的 算 子 模 是 指数 型 增 涨 
的 。 记 6 为 使 不 等 式 (7 .1,21) 成 立 的 o 中 的 下 确 界 。 于 是 仿照 引 
理 7.1.4 的 证 明 ， 可 得 
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到 强 7.1.6 设 4 是 强 连 续 线性 算 子 半 群 {T (1! 宇 叫 的 生成 
元， 网 {4EC|Re4wo0}Cp(h)， 并 且 当 Re4>>w 时 


Rh = eT Da, (7.1.22) 

vo 

此 外 当 Re4> 盖 ooo 时 
I-A)-|<M/(ReA-o0)", n=1,2,., 

(7.1.23) 

证 明 ”只 证 明 不 等 式 (7.1,23) 。 因 为 


一 人 _ 
A 和 A X= 一 4- Ay-ix 
4 7 (人 一 1)1NdA ) 


二 一 8 一 一双 
mr esT (xdi, 


由 于 IT 1Me*"， 


I- 4) "xl<e 


M 人 ed 
(2 一 1)1Jo 


= 
(Reh — w)” ” 


即 得 不 等 式 (7.1.23)，。 
由 此 引 理 可 知 ， 
(1)′ (ooco)CP(4)3 
(2)”′ 当 4>o>oo 时 ， 
I-A)- |<AM/A-0)", n=1,2,% | 
是 一 个 稠 定 闭 算 子 4 成 为 强 连续 算 子 半 群 的 生成 元 的 必要 条 件 , 
和 定理 7.1.5 的 充分 性 证 明 类 似 可 证 (1)“, (2) “也 是 充分 条 件 , 这 
就 是 ™ 
定理 7.1.7 (Hile-Yosida-Phillips) 为 了 一 个 闭 稠 定 线 性 
算 子 A 成 为 一 个 强 连 续 算 子 半 群 {T(t) |t 之 0} 的 无 穷 小 生成 元 , 必 
须 且 仅 须 : 
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!1)》 习 wo 盖 0， 使 得 
(oo,co)CP(4); (7.1.247 
(2) 习 M>0， 使 得 当 4>w>oo 时 ， 
~ A "EM/A-0)", n=1,2,%, (7.1.25) 
由 算 子 半 群 与 它 的 生成 元 的 关系 式 (7.1.5)， 不 难看 出 定理 
7.1.5 与 定理 7.1.7 的 充分 性 部 分 ， 实 际 上 给 出 了 算 子 微分 方程 


和 = Ax(D), (7.1.26) 
x(0) =x,E D(A) 
的 解 。 
事实 上 ， Hille-Yosida 定理 表明 ， 当 稠 定 闭 算 子 4 满足 条 件 
(7.1.18) 与 (7,1.19) 时 ，x(t) =T(i)xo 是 上 列 方程 的 一 个 解 。 易 
知 T(:)xoEC(R},D(A)) 站 C1CR1, 名 )。 现 在 来 证 唯一 性 ， 方 
程 (7.1.26) 在 函数 类 CCRi DPD(4)) 门 C1(R1i， 多 ) 中 的 解 是 唯 
一 的 。 
设 2(t) 是 方程 (7.1.26) 的 解 ，4(0)EC(R3 D(A)) 门 
CI(R4)。 又 设 了 的 =exp( 雪 ,其 中 有 的 定义 如 前 : B。 = 
如 (4- 4)--4。 则 由 2)EC(RY3 2)， 得 到 


C(t) -Tx0=[ FT s) 2(s)) ds 
0 


=| [Ts) A2(s) ~T,(t—s)B,2(s) Jds, 
0 


因为 | 了 T(t 一 s)1 志 1, 并 且 2(.)EC(R1;D (4))， 联合 定理 7.1.5 
证 明 中 第 一 个 结论 ，YJyE D (4h)，B,y->Ay， 运 用 Lebesgue 控 制 
收敛 定理 ， 得 到 


lim 2C) —T, (xo) = 0, 
4+ 


砍 名 (ty) =T(Dx0o。 因 此 有 
推论 7 .1.8 当 线 性 称 定 闭 算 子 A 满足 条 件 (7.1.18) 与 
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(7.1.19) 时 ， 算 子 方程 (7.1.26) 在 函数 类 CC(Ri: DCA4)) 几 CI 
《RR1; 居 ) 中 存在 唯一 的 解 *(2) = T(t)xo。 
我 们 已 经 证 明了 
Tl =s- lim T,(), 


A 


其 中 TCD =expCtBi), B= 加 (4 一 A)-!-4=A(1- 4 


) ,所 以 
7T(D =s— lim exp (4(/- 生 ) 1). 


这 是 半 群 {7 G |t 汪 0} 通过 极限 的 一 种 表示 .这 个 表示 和 形式 
exp (4) 还 不 完全 一 致 。 以 下 对 压缩 算 子 半 群 ， 给 出 另 一 种 更 简 
练 的 表示 形式 ， 

定理 7 .1.9 设 {T() |t 宕 0} 是 一 个 强 连 续 线性 算 子 压缩 半 
群 ，4 是 它 的 生成 元 ， 则 


7G =s-lin(1- 上 4) 。 (7.1.27) 


为 了 证 明 这 个 定理 ， 我 们 首先 指出 
引 理 7.1.10 设 4 是 满足 条 件 (7.1.18) 与 (7.1.19) 的 一 个 线 
性 稠 定 闭 算 子 ， 则 


D(42?) = {xE D(A)|AxE D(A)} (7.1.28) 


是 多 中 的 稠密 集 。 
证 明 对 于 xED(4)， 令 xi=4(0-4)-x， 则 因为 


lx —x|=|14-A)TiAx| 
<TlAxl>00> + 00), 


以 及 D(4) 在 多 中 稠密 ， 推 得 集合 {x;|14>0,xED (和)} 在 名 中 稠 
密 。 然 而 *;E D(A4?)，— 故 D (A?) 在 多 中 稠密 ， 引 理 得 证 ，。 
定理 7.1,9 的 证 明 
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首先 由 条 件 (7.1.18) 与 (7.1.19)， [£4) 1, 对 所 
有 ! 汪 0，nE 包 ; 一致 成 立 。 又 当 xXED (4) 时 ， 


(1 - A) *- (= 二 4 ) * 
-六 让 
-0 


(s ti-s 2 | 
(A 这 )4ex ds 


改 当 mm->co 时 ， 
他 -二 4) -| 


< eta 
在 诗 的 任 誉 有 穷 区 间 上 一 致 成 立 。 由 于 忆 (45) 是 稠密 集 ， 以 及 


= 去 4)】 1 一 臻 成立， 即 得 
T, (t) =(7- 二 4) 


在 二 的 有 穷 区 间 上 一 致 地 强 收敛 到 多 上 的 一 族 算 子 儿 ( 坟 ， 
S 一 lm (tb= 久 (bb。 


由 收敛 关于 一 致 可 推 得 {六 (2) ;i 汪 0} 是 强 连 续 的 .为 证 明 党 (1) = 
了 人 ,Viz20。 我 们 将 证 明 对 于 xoED(4) ,和 (人 xzo 是 算 子 方程 
(7.1.26) 在 函数 类 C (Ri;D(4)) 站 CR 多) 中 的 一 个 解 ， 于 
是 由 推论 7.18 解 的 唯一 性 知 党 (t) = 了 (成 立 。 

对 于 YxED(4)，Thn(t)x 是 可 微 的 。 


: 168 


FT, (bx = AT, (t) (7- A) x 
=T, W(I-EA) 4x。 
因 当 "~->co ,7。 (WT-EA) xD)x， Te 人 (T- 二 4) Ax 


一 外 (区 4xz， 考 虑 到 4 是 闭 算 子 ， 由 上 列 等 式 的 最 后 两 式 得 到 
F(t)xE D(A), 

AT( X=T) Ax, VxrED(A), 
故 争 (。)xE C(Ri:3D(A))。 又 由 


(T(t) -Te)) X= im|. 于 Tatsyxds 
t wd 
= im | Ta (1- 二 4) Axds 
-| F(s) Axds 


= AT (s)xds, 
令 ce->0+， 得 
Pw) -Dx={ AP (sxds, x€ED(A)., 
0 


此 即 


0 AT (x= PU) Ax, 
F (0)xX= XxX, 


由 此 可 知名 (xzE Ci( 民 1 )。 因 此 人 (xo 是 (7.1.26) 的 解 ， 而 
且 ? (txoEC(Ri;D(4)) CR3U 各)。 定 理 获 证 ， 
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习 题 

7.1.1 设 17 (9 it 人 中 是 Banach 空 间 2 上 的 有 界 算 子 半 群 ， 
即 满足 TQ) 了 (s) =TG+S)，VYst0 T(0)=/。 记 了 0@)= 
logl7 1, 设 了 0) 在 [0,4] 上 有 界 。 证 明 ， 

(1) f (是 次 可 加 孙 数 ， 即 对 于 ts 二 0， 

f(t +s) ft) + f(s)s 
(2) lim f(D = inf if0). 
7.1.2 设 {7Q)|i>0} 是 2 上 有 界线 性 算 子 半 群 ， 满足 
7(0 =1， 且 在 := 0 处 强 连 续 ， 即 -lim 了 4) =1。 证 明 此 半 群 
是 强 连续 的 。 

7.1.3 设 他 (|t 守 0} 是 Hilbert 空间 如 上 的 有 界 算 子 半 
群 ， 满足 TC(0) 一 1,. 且 在 + 二 0 处 弱 连 续 ， 即 w—limT()=/, 
证 明 此 半 群 是 强 连 续 的 。 | 

7.1.4 设 { 人 人 9| 空 人 是 多 上 强 连 续 算 子 半 群 ，4 是 它 的 无 
穷 小 生成 元 ， 求 证 下 列 三 个 条 件 等 价 ， 

(1) D(A) = 2; 

(2) lim IT (2) ~ 11 =03 


(3) AEL(Z), 而 TG) =exp(tA) - 
7.1.5 设 多 =Cor0,co]= {fEC[0,0%)| lim f(x) = 0}， 
17j =sup|f(s) |。 定义 2 上 线性 算 子 人 
TO) ol) Pa + eo), 
证 明 {7 (1 位 0 是 多 上 的 强 连 续 压 缩 半 群 。 
7.1.6 设 和 = 二 2(-coco)， 对 于 xERIIERI， 令 


+ 
TWD = 二 | Gl, >0, 
Tf=1. 
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证 明 {T( 妇 1 六 0} 是 姑 上 强 连 续 算 子 半 群 ， 且 IT (01=1 ( 注 ; 
积分 表示 上 半 平 面 的 调和 函数 ， 以 了 为 边界 值 。) 。 

7.1.7 设 { 人 (1 只 是 多 上 强 连 续 线 性 算 子 半 群 ， 设 *E 
2，w 一 lim (TU) -1)x=y, 证 明 xED(A4), y= 4x。 


7.1.8 设 {0) 3t 之 0} 是 Hilbert 空 间 上 强 连 续 算 子 半 群 ，4 
是 生成 元 ， 若 对 一 切 /二 0,T (1) 是 正常 算 子 ， 运 用 Gelfand 变 换 证 
朋 A 是 正常 算 子 。 一 
7.1.9 证 明 Hille-Yosida-Phillips 定理 7.1.7。 
7.1.10 设 4 是 强 连 续 线性 算 子 半 群 17 (2) 1 关中 的 生成 元 ， 
并 且 设 ooE 及:， 使 得 141Re4>ooce(d) 。 证 明 
(1) 集合 {R (4)xlxE D(A4)} 在 D(A4) 中 黎 密 ， 
(2〉》R;(4) "的 值 域 是 多 中 笛 集 ，7 = 1,2,*…， 
其 中 Re4 之 oo 
(8、〉 D(A") 是 稠 集 ，7 =1,2,*…。 
7.1.11 设 4 是 如 上 强 连续 线性 算 子 半 群 全 (|t 宇 0} 的 生 
成 元 。 设 jE C:(L0,eco) ;和 名)， 证 明 算 子 微分 方程 
TD Ax) +10), 
x(0) =xoE D(A) 
在 函数 类 C (RR1;D(4)) ICLGR335) 中 存在 唯一 解 


X(t) =T (+) Ts) f(s) ds, 
0 


$ 2 无 帘 小 生成 元 的 例子 

给 定 了 强 连续 线性 算 子 半 群 ， 要 确定 它 的 无 穷 小 生成 元 的 具 
体 表 达 形 式 ， 不 是 很 简单 的 。 本 池 将 给 出 几 个 典型 的 压缩 半 群 例 
子 ， 讨 论 如 何 确定 它们 的 无 穷 小 生成 算 子 。 通 过 这 些 例子 ， 还 能 
看 到 如 何 运用 Hille-Yosids 定理 。 
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例 1 设 和 =C-[0,co]， 即 [0,co] 上 的 在 coe 处 取 值 为 0 的 
连续 函数 空间 ， 以 函数 值 的 绝对 值 的 上 确 界 为 其 模 。 考 虑 平移 半 
群 | 

TH): a(e) Fas+t)。 ?7.2.1) 


它 显 然 是 一 个 强 连 续 压 缩 半 群 。 
我 们 来 找 它 的 生成 元 。 事 实 上 有 下 列 的 定理 ， 
定理 7.2.1 记 4, 为 平移 半 群 {T, (2); t 宇 0} 的 生成 元 ， 则 
DAD) = {uEC.[50,c0j|4 可 微 ， 
且 w’EC.[0, ce]), (7.2.2) 
ATVF2U7 。 
证 明 对 任意 4>0， 作 4, 的 需 解 算 子 (4- 4)-:=R (4 。 
则 RR, (4A) =D(A1)。 对 任意 的 UE 记 v= R,(A)u， 当 1 
跑 遍 多 时，v; 有 跑 遍 了 D(A,)。 由 预 解 算 子 与 半 群 的 关系 引 理 
7.1.4 得 


2 (5) = 人 (T (2 Cs) dt 
0 
+ 
-| eiu(t+s)dt 
[9 


十 ce 
-| ex u(t) dt, 


可 见 v1 可 微 、 对 5 求 导数 ， 得 到 
va (Ss) = Mv (8) — Wu (5s), 
这 说 明 内 E 多 。 由 等 式 
AR, (4) ~1 = AR, (A 
可 知 
v8) = (4R (A) 1) (s) = (Av,) (s), 
故 D(ADC{fuE 2 Iu ER}, A usu’, 
反之 ， 设 v,v'ES2Z, 令 4= -Vv -A)E， 其 中 0。 并 
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且 仍 记 v4 = 及 (40)4。 于 是 
8 一 MO = 一 =0 一 MO。 

解 此 方程 得 到 ww (s) -v(s) =Ce**， 其 中 C 是 常数 。 因 为 4>>0，! 
CeiE 2， 散 必 有 C=0， 即 得 0=v;,E D(A1)。 这 样 我 们 证 明了 ! 
D(A) = {u€E 1u’ E22}， 定理 获 讶 ， 

例 2 设 4, 是 Hilbert 空间 儿 上 的 一 个 正 自 伴 算 子 ， 则 一 A 
必 是 一 个 压缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

这 是 因为 0(4,) C(0,co) 推 得 p(- 42) 二 (0,co)。 并 且 对 每 
一 个 4 汪 0， 由 “ 

| + As) x)lx) + As)x, x) >A)x)’, 
得 到 
T+ 4 SA 

由 Hille-Yosida 定理 知 ， - 4 确 是 一 个 压缩 半 群 的 无 穷 小 生成 
元 。 

通过 4 的 谱 分 解 ， 还 可 以 求 出 这 个 压缩 半 群 。 记 4: 的 谱 族 
为 {E,;4 之 0}， 于 是 


4=| 49E,. (7,2.3) 
对 于 4E[0,+co)， 构 造 算 子 Ta (2)， 
TOz=| eridEx, Vreg. (7.2.4) 
0 


由 算 符 演算 知 {Ts Co) | 之 0) 是 一 个 强 连续 线性 算 子 压缩 半 群 。 
我 们 来 验证 {T(t) |i 尝 0} 是 由 - 4 生成 的 ， 或 者 说 半 群 ， 
{T(t) 1 之 0} 的 生成 元 是 - A,。 为 此 设 {T20b) 3t 汪 0} 的 生 戌 元 是 
B.。 任 取 xeED(-4)， 则 
| Ad]E x)’<oo, 
人 Tb — Dx~ (— A,)xl)’ 
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= | Levie-a! —1) +4]dE, 站 


= [ees + at— 1) dB x)* 
0 


一 0， 当 ->0+。 
这 说 明 xE D(B)， 而 且 Bx = - A,x， 故 
— A,CB, 
必 一 方面 ， 由 
4- BD(B)= $= (41-(- A,))D(- A,), 
推 得 D(B) = D( -A4,)， 所 以 
-A,=8B., 
例 5 设 2 = C-( 有 9， 它 是 Seohwartz 函数 类 2( 及 "在 空 闻 
Z (R") 中 的 闭 包 . 对 于 i>0， 定义 多 上 的 有 界线 性 算 子 族 


2 
4-#1 


(Ts(t) 1) (x) = 


U(X), 当 1=0。 
(7.2.5) 
对 于 每 个 :二 >0， 记 
Gy) = 1 oo 2.6) 
4 dnt) 7 . 《7 . .6 
于 是 
TDD GD =| ,Gr Du ay, to .2.7) 
即 


T(t)u= Gi*u, t>0, (7.2.8)， 
-上 式 右 端 表示 函数 C, 与 4 的 卷 积 。 
Gs 2) 称 为 高 斯 概率 密度 ， 它 在 及 ， 上 积分 为 1， 即 
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| Gi d# =1, (7.2.9) 
是 


由 (7.2.7) 式 知 Ts(t) 是 以 高 斯 密度 为 积分 核 的 积分 算 子 ， 

我 们 首先 证 明 { 了 (4) 1t 尝 0} 是 强 连 续 压 缩 算 子 半 群 。 它 将 称 
为 高 斯 半 群 . 

压缩 性 是 显然 的 ， 这 是 因为 ， 对 于 VuE 2， 


Ts ul Gre- Daylal= lul， 当 过 0 时 。 


这 也 昔 含 了 了 :人 9 是 2 上 有 界 算 子 。 
半 群 性 质 由 下 述 Fourier 变换 的 性 质 容易 看 到 。 记 


(F9) (6) S| ,er "sp(X) dx 


YoeE.2 (及 ")。 (7.2.10) 
9 是 9 的 Fourier 变换 。 则 对 于 任意 的 0,Ve 9 (R")， 
HOR = Fp. FY, (7.2.11) 
以 及 对 于 m>0， 
2 
| 
Fe” m ) =mie "risl’” (7.2.12) 


《参考 第 三 草 $ 4) 。 
对 于 1>>0，G1:E 9(R')， 由 公式 (7.2,12) 可 知 
(FG1) (£) = es, (7.2.13) 
妆 限 制 LE .92 (了 有?) 时 ,对 于 长 s 盖 0， 
F (Talt)T,(s)u) (2) 一 F (Gr 水 Gs * U) CE) 
= (FG1) (HG) (FU (0) 
一 e ODS) 
一 (F G4,s) CFU) (£) 
三 FGirs * 4) (2) 
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人 


= F(Tslt +t su CD)。 
由 Fourier 逆 变 换 的 唯一 性 得 到 | 
TG)T,Cs) = T(t + s), t,s>0 (7.2,14) 
在 ( 民 ") 上 上 成立， 从 而 在 2 上 也 成 立 ， 上 列 等 式 显 然 可 以 推广 
到 1,s 宇 0 的 情形 ， 于 是 半 群 性 质 得 证 。 
再 看 强 连 续 性 ;只 需 验 证 在 += 0 处 的 强 志 续 性 即 可 。 


1 2 一 多 1 2 


ITOu ul 0 -uay| 


了 人 ed -aeo]az | 


-| 


beh TD ee 


其 中 作 了 积分 变换 z= (x 一 办/vV 竺 ,现在 令 上 一 0+ ,由 Lebesgue 
控制 收敛 定理 ， 上 列 不 等 式 右边 趋 于 0 ， 所 以 


lim Ts()u=u, 
>0+ 


现在 来 找 半 群 {T(t) ;t 宇 0} 的 生成 元 。 记 4; 为 半 群 {Ts (t)y 
t 之 0} 的 生成 元 。 
(0) 当 uE F(R 时，ZuE I(R"), 并 且 


FEIT Du ul (Ce) Py, . 
二 (T's Cb) 1) (x) ~ u(x)] 


Car 


2 2 
et le| (1 ) 。 


于 是 极限 
lim 二 [Ts 人) u) (x) 一 22 


= .97 405 (Fe) 
是 关于 x 一致 的 ， 即 
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lim 二 [人 。 (tu—uj=Au 
amo+t 


在 经 一 CR") 中 成 立 . 所 以 
| FR)CD (A,), 
Au=Au, MuE 9 (R')., 

(二 由 上 一 段 讨论 ,我 们 已 经 看 到 4s 在. (R") 中 的 限制 是 
Laplace 算 子 。 由 此 可 以 猜测 4。 应 当 是 Laplace 算 子 ,问题 是 它 
的 确切 的 定义 域 是 什么 。 为 此 定义 算 子 8 如下， 

D(B)={u€EC (RR)IAuEC RD)}, (7.2.15) 
B, ut—> Au, (7.2.16) 
首先 来 证 明 这 样 定义 的 算 子 8 是 一 个 强 连 续 压 缩 半 群 的 生成 
元 ， 然 后 验证 它 恰 好 就 是 4，。 
根据 Hille-Yosida 定理 ， 就 是 要 证 戎 对 于 每 一 个 4 二 0， 
fea-A us<tilul, vuec,(R”). 
为 此 对 任意 的 uE DC(B)， 我 们 来 估计 max | Au (x) —Autcx) |。 5 引 
+ER 
入 切 泛 国 u*E C&R")， 
2 VH—> UXO UXO (7.2.17) 
其 中 xe 是 使 得 | 
. max |u(x) | = [uxo) | (7.2.18) 


成 立 的 及 " 中 的 向 量 , 忆 称 为 4 的 切 泛 函 。 因 为 对 于 YoE 
C-( 取 ?) 
[<u*,0>| = [u(xo vxo) 1 Shallvl, 
闫 以 : 
lu*t<lul, 
另 一 力 面 ， 根 据 定义 
Su*,u> = [u(xo) [*= ul?, 


得 到 
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入 人 
所 以 
Hux = lull, (7.2.19) 


如 今 ， 对 于 任意 的 vE .9( 愉 7)，Y4>0， 
aul:<aul 2 yz) | —AluC ro) | 


= Alul: + Reu(xo) (~ Au) (xzo) 

= Recu*, (4h~ A)u> 

JurHl -Aul 

= jujll -人 A)ul. 
记 乡 (R) 接 图 模 D20= 有 ul+1Aul 的 闲 包 为 DPD，D 可 幅 入 到 
C.(R") 内 。 上 列 不 等 式 表明 ， 在 PD 上 不 等 式 


aulsla -Aul (7.2.20) 
成 立 。 因 此 对 于 每 一 个 vERG -和 A)， 
上 4- AAA) 22 下 2 (7.2.21) 


因为 算 子 (A,D) 是 闭 算 子 ， 由 不 等 式 (7,2.20) 可 知 值 域 RC -A) 
是 C-( 及 ?中 的 亲子 空间 。 不 仅 如 此 ， 还 有 
RA~A)=C.(R")., (7.2.22) 
守 实 上 这 是 因为 对 于 任意 的 je 22(R")， 令 
“= 了 (二 (Ff) OH)erR™, 

就 有 FF((4%-A)w) = ， 推 得 /= (4~-A)u, 这 表明 (RC 
R(-A)。 因 此 RG4-A) 在 C-。(R") 中 稠密 ， 所 以 (7.2.22) 式 成 
立 。 

根据 Hille-Yosida 定理 ， 不 等 式 (7.2.21) 表 其 算 子 (人 A,D) 确 
实 是 一 个 强 连 续 压 缩 半 群 的 生成 元 ， 

剩 下 要 证 明 D(B8) = D。 根据 D 的 定义 ， 显 然 有 DCDPCB)。 
反之, 设 uED(B), 由 于 届 -AuEC, RD),30wES(R'Dy 
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使 得 mw (1 一 A)u。 再 令 UnE .F(R") ,使 得 v= (1-A)un， 即 
un = (1 一 A)-1v,。 由 于 (1 一介) 是 D 上 有 界 算 子 ，un 一 和 ED， 
再 由 1-A 的 闭 性 推 得 (1-A)z=(-A)u 从 而 2=&asD。 这 
便 证 明了 了 (B)CD。 所 以 8 是 一 个 压缩 半 群 的 生成 元 。 

(ii) 最 后 证 明 4, = B。 由 人 G 知 ，4s| 4) = Ba = 


A1 ir。 而 由 (i 让 知 B 是 (A,9(R") 的 闭 包 ,所 以 43。 因 
为 4;,B 都 是 无 穷 小 生成 元 ， 故 (4 一 As) D(As) = (4 一 B)D(B), 
当 4>>0， 由 此 立即 可 得 D(A4s) = D4B)， 所 以 4，= 8B，。 

总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 

定理 7.2.2 在 C-(R?) 上 ， 高 斯 半 群 {T3 (9 1t 宇 0} 的 无 穷 小 
生成 元 是 Laplace 算 子 A， 其 定义 域 DA) = {u€E Cs。(R")|AuE 
‘C.(R")}. 

注 ”如 果 高 斯 半 群 的 积分 核 取 为 


1s? 
28 


gr (x) = -7 ， ti>0,xER", (7,2,23) 


那么 无 穷 小 生成 元 是 二 A， 定 义 域 仍 是 
D(A)= {u€EC,. (RY IAuEC. (RM}, 


由 此 例子 可 以 引伸 出 下 列 关 于 秽 定 闲 算 子 成 为 一 个 压缩 半 群 
的 无 穷 小 生成 元 的 另 一 个 必要 充分 条 件 。 

定义 7.2.5 设 多 是 一 个 Banach 空间 ， 对 于 给 定 xE 多 ， 考 
虑 满足 下 列 两 个 条 件 的 线性 泛 函 x*€ 20*， 

(1) <x*,x>= |xl, (7.2.24) 

(2) lx*h = xl, (7.2.25) 
泛 函 x* 称 为 x 的 规范 切 泛 消 . x 的 规范 切 泛 函 的 全 体 记 作 (x)， 
由 Hahn-Banach 定理 ， 三 (x) 非 空 。 

作为 例子 ， 在 C.( 民 ") 中 ， 由 (7,2.17) 式 定义 的 泛 函 u* 是 4 
的 规范 切 泛 函 。 
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易 知 在 Hilbert 空间 中 ， 对 于 任意 元 zx，《x 是 它 自身 的 现 范 
切 泛 函 ， 而 且 工 (x) = {x}。 
定义 7.2.4 设 4 是 如 上 的 一 个 笛 定 算 子 ， 如 果 对 于 每 一 个 
XED(A)， 存 在 x*ET 了 (x)， 使 得 
Re<x*,Ax> 宕 0。 (7.2.26) 
就 称 A4 是 增殖 算 子 (accretive operator)。 如 果 -4 是 增殖 算 子 ,就 
称 4 是 耗 散 算 子 (dissipative operator) 。 
当 和 是 一 个 filbert 空间 时 ， 算 子 4 是 耗 散 算 子 ， 必 须 且 仅 
须 
Recx,Ax><0, VxEeD(A), (7.2.27) 


定理 7.2.5 ”为 了 秽 定 闲 算 子 4 是 一 个 强 连 续 压 缩 算 子 半 群 
的 生成 元 必须 且 仅 须 4 是 耗 散 算 子 ， 并 且 存 在 4>0， 使 得 
及 (4o- 4) = 2, (7.2.28) 
证 明 必要 性 。 只 须 证 明 4 是 耗 散 的 。 设 {TT(91i 宇 0 是 由 
4 生成 的 半 群 。 当 刀 ETG2) 时 ， 
1<x*, T(x> |< lx* zl 
= |xl?= <x* ,x>, 
因此 
Re<x* ,T(t) x 一 X><0。， 
于 是 对 于 VxED(A4)， 


Recx*, Ax> = Recx* ,T(E) x 1100, 


所 以 4 是 耗 散 算 子 。 
充分 性 。 设 4 是 不 散 算 子 ， 并 满足 (7.2.28) 式 。 计 证 对 于 
Ya>0，(- 4)-1 存在， 而 且 
14- 4- 和 1。 
i 事实 上 ， 对 于 任意 的 xED(4)， 
Axl?<ACx*, x> ~ Recx* ,Ax> 
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= Recx*, (4 一 4)X> 
lxIl(%— A)xl, 
其 中 x*ET(x)， 使 得 Re<x*,Ax> 亿 0。 所 以 
4xll4- A)xl, 
由 此 可 知 R(4- 4 是 多 中 的 闭 子 空间 ， 而 且 X- 4 在 D(4) 上 是 
一 一 的 。 因 此 存在 (4- 全 -3:RG4- 4) 一 D (4)， 而 且 在 RX- 4 
上 
上 4 一 4 天 02 
只 需 证 明 R(4- 4) = 2。 如 今 已 有 Mo>>0， 首 合 丸 (Mo- 4) = 宫 。 
因此 C4)-iEL(2)， 而 且 | (0 - 4) 中 委 45:。 由 于 
4-4=[I+( -0 (ho — A) 1h — A), 
所 以 只 要 
[4- ll -A)-!le1, 
即 只 要 0 二 4<246， 就 有 以- 4)"1EL() ,这 说 明 此 时 R(4-- 4) 
= 多。 于 是 此 等 式 可 以 延 拓 到 一 切 4>0。 定 理 得 证 。 
推论 7.2.6 设 4 是 多 上 釉 定 闭 算 子 ，4* 是 4 的 共 罗 算 子 。 
如 果 4 和 A* 都 是 耗 散 算 子 ， 则 4 是 一 个 强 连 续 压 缩 半 群 的 生成 
元 。 
证 明 假如 RGI- 4 不 是 多 中 的 稠 集 ， 由 Hahn-Banach 定 
理 ， 存 在 je 多 *， 使 得 对 于 一 切 4€E D (4)， 
<f,([- A)u>=0, 
因此 feD(4h*)， 而 且 (U-4*)f=0. 任 取 /*ET(f),，f* 是 f 
在 22** 中 的 规范 著 泛 函 ， 则 <f*,f>=|fE。 所 以 <f*,A*f>= 
Hf 上 二 0。 这 与 4* 是 耗 散 算 子 的 假设 条 件 矛 盾 . 因 此 值 域 RO A) 
是 多 中 的 稠 集 。 由 于 4 是 耗 获 的 ， 由 定理 7.2.5 充 分 性 部 分 的 证 
明知 R(1 4) 是 闭 子 空间 。 故 R(1 -4) = 多 。 应 用 定理 7.2.5 即 
得 结论 。 
下 面 给 出 闭 算 子 的 核 的 概念 。 这 是 一 个 十 分 重要 而 且 有 用 的 
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定义 7.2.7“ 设 下 是 一 个 闭 算 子 ， 设 PCD(CD)， 如 果 了 | 可 
闭 化 ， 而 且 TTp =T， 那 么 书 称 为 了 的 核 ， 其 中 了 15 表示 人 在 D 
上 的 限制 。 

由 定义 可 知 如 果 T 了 是 可 闭 化 算 子 ，D 是 它 的 定义 域 ， 则 了 是 
闭 包工 的 核 。 

由 定义 还 可 知 当 D 是 某 自 伴 算 子 4 的 核 时 ， 则 4 限制 到 D 上 
时 是 本 质 自 伴 算 子 。 _ 

例如 在 £2[0,1J 上 人 = -8，D(T)=HiL50,1] 是 闭 算 子 ( 例 
6.1.6)， 集 合 D=Cs[0,1j 是 了 的 核 。 又 如 上?(R") 上 Laplace 算 
子 人 A 在 HH2C(R") 上 是 自 伴 的 ， 集 合 D=C?(R") 是 它 的 核 ， 因此 
人 在 D 上 是 本 质 自 伴 的 。 

下 面 我 们 给 出 关于 压缩 半 群 生成 元 的 一 个 核定 理 。 

定理 7.2.8 设 罗 是 Banach 空间 ，{T (4);t 之 0} 是 强 连 续 压 
缩 半 群 ，4 是 它 的 生成 元 。 设 DD 是 一 个 稠 集 ，DPCD(A)， 如 果 
TL)， D>D, Yt 之 0 成立 ， 则 D 是 4 的 核 。 

证 明 记 38= 4[p， 显 然 有 BCA4。 因 此 只 要 证 明 忆 (5) = 
D(A), 

首先 证 明 当 40 时 ，R(4- 41p) 是 稠 集 。 假若 不 然 ， 必 存 
在 JE 2*，jf 产 0， 使 得 对 于 VuED， 

<f, (4 Au>=0, 


但 是 当 uED 时 ， 因 为 TG)uE D， 由 上 列 等 式 得 到 
TST Du = 4,AT Du = Hf,T uy, 
于 是 
<f,T Ou = ei<f ,uy>. 


由 于 {TC 1t 宇 0} 是 压缩 的 ， 推 知 <f .u>》=0， 因 为 D 是 稠 集 ， 故 f 
= 0。 这 与 j 过 0 矛盾 。 所 得 矛盾 证 明 R(4 - An) 是 稠 集 。 
、” 当 uED 时 ， 由 于 4 是 生成 元 ， 
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上 (和 -号 22 = 4- Au 
上 列 不 等 式 还 可 推广 到 DD(B) 上 ， 
上 一 Ba 人 Ms vueDB). 
于 是 立即 可 知 R(4- 了) 是 闭 子 空间 , 由 于 RC(4~-B) 沪 RG%- Alp)， 
所 以 RC(4-B)= 2。 
最 后 由 (%-B)D(B) =22=(4-A)D(CA), 以 及 BCA, 推 得 
D4B) = D(A)。 定 理 获 证 。 
回 到 前 面 的 例子 。 高 斯 半 群 {Ts(2D1i 宇 0} 是 一 个 强 连续 压缩 
半 群 。 令 DD=.(R"'), 易 见 Ts(t): D->D。 通过 Fourier 变换 得 
到 DCD(4) ,Aslp= 信 ,其 中 hs 是 {Ts(D 1t 宇 0} 的 生成 元 ,于 是 
由 上 述 定理 知 4s=Alb。 由 此 直接 可 得 As= 人 A, D(A4;)={uE 
C.CR")|Aue CC(R")}. 因 此 运用 定理 ?.2.8 可 以 避免 本 节 (ii) 
和 (Ci) 的 直接 验证 ， 
例 4 设 0CR" 是 一 个 有 光滑 边界 92 的 有 界 开 区 域 。 


L= 2 asj(X) O04 + PAACLE (7.2.29> 
i=l 


+ $=1 


其 中 aij CX)，bi(X)E COC"()， 上 是 一 致 炳 加 型 算 子 。 
取 多 =C(5)， 并 定义 算 子 


D(A,) =Cs(0) 在 图 模 0 .0z 下 的 闲 包 ， 


4 = 工 (7.2.30) 
则 4, 是 一 个 压缩 半 群 的 生成 元 。 
这 只 需 证 明 ， 对 于 Y 4 二 0， 
- 1 
1 (4— A) < 
设 uECe(C0)，、 令 v 为 Dirichlet 问题 
1 一 区 )2 = 0 上， 
| "在 % 上 (7.2.31) 
vls0=0 
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的 解 ， 则 2E C (部 )， 并 且 满足 


all (7.2.32) 


事实 E， 设 peEO 使 得 |v(p)1=maxlu(xz)1=1ol。 不 妨 设 
2(p) 之 0。 由 于 8i2(p) = 0,{943V(p)} 是 负 定 矩阵 ， 从 而 031;《p》 
*0ijv(p) 过 0， 推 得 Lv Cp) 声 0。 于 是 

Av(p) up) Sul, 
故 (7,2.32) 式 成 立 。 与 上 一 个 例子 一 样 ， 关 系 式 (7,2.32) 还 可 折 
广 到 uE DCA) 上 ， 并 且 用 同样 的 推理 得 到 Ru - 44) = 名, 以 及 
14- 人 -中 < 计 ，V4>0. 


例 5 设 多 =C-(R") 如 例 3 。 定 义 算 子 如 下 


u(x), 当 t=0， 
Tsu x) =1 。 |. 以 (人 ay, 当 t>0, 
a (t+|x—y|) 7 
《7.2.33) 
其 中 必 =T(23)M =， 
对 于 上 0， 令 
Pa =0nt/( + |x| 全。 (7.2.34) 
它 是 RR" x 民 ! 上 的 Poisson 核 。 于 是 
Us 当 t=0， 
T(t)u = 
s(t)u | Pn(t) *¥*u 当 t 污 0。 01.2.35) 


又 令 . 
UCx,t) = (CTs(t)u) (7%), (7.2.36) 
则 UCx,) 是 上 半空 间 民 " xR} 上 的 调和 函数 。 

我 们 将 证 明 {Ts(D 1t>>0} 是 压缩 型 强 连 续 算 子 半 群 。 由 于 
TsGD) 是 以 Poisson 核 为 积分 核 的 积分 算 子 ， 故 称 此 半 群 为 Poisson 
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半 群 . 


由 于 
. dx Tm*/2 oe nl 1 
| " 十 | Ey re tb , (7.2.37) 
RE x nn : - 
Cl+| (3 
所 以 
jmspaz=l vt>0, 《7.2.38) 
因此 


[Tul S| ,PoC saylul = lw， 《7.2.39) 


推 得 {T(t) [t 宇 0} 是 C。(R') 上 的 压缩 算 子 族 。 
半 群 性 质 是 由 下 列 Fourier 变换 导出 的 ， 


FPnll,*x)) =e 2 1819 
F (Pn ,x)) =e-27#181, 


F Ts TS SN = .FPn Ct) *¥P, (Ss) * u) 
=e-2"tlsle-2rs 1 (gu) (EE) 
= 6-27(t+8)1 | (Fu) (E) 
= FT ts)u, ti,s>0 


得 到 TsCDT6CS) =TsG+5) 在 .(R"') 上 当 t,s>0 成 立 于 是 
立刻 可 推 得 当 is 实 0 时 ， 在 名 上 TCDTs(s) =T6G+s) 成 立 。 

在 看 强 连 续 性 ， 只 需 验 证 在 1=0 处 的 强 连续 性 。 和 例 3 一 
样 ， 有 


I ul Psu uc) Idy | 
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<| CA 
R 


—0, 当 t—>0+。 
下 面 来 考 罕 半 群 {T6(t) 1t 宕 0} 的 生成 元 hs。 
当 WE FR") 时 ， 


FT- = Ch -TDCza)， 
令 纪 0+， 得 到 
FAsu) = —- 27) | (CFU), 
故 uEDChs)， 而且 AsuE .CR")。 利用 这 一 等 式 还 可 得 到 
F(A) = A471 FU) 


因此 当 veE (RR') 时 
432 = 一 人 u。 


由 于 | 引 可 以 表 成 一 个 奇异 积分 核 的 Fourier 变换 ， 所 以 As 
是 一 个 奇异 积分 算 子 。 本 质 上 4 = -~ -入 .关于 定 义 域 的 讨 
论 可 参考 Yosida 的 “Funetional Analysis” 中 第 九 漠 $ 11。 由 于 
TD， F(R") 一 (RR") ,根据 定理 ?7,2.8 可 知 Z(R 是 hs 的 
核 。 


习 着 
7.2.1 设 和 -= [DCHGD = Derr, Mio 
<c0]， 基 中 DD 是 复 平面 内 开 圆 稚 ， 在 和 上 定义 算 子 
COPD = Dt Dos", 


证 明 {T 人 9 1t 衬 0} 是 强 连 续 算 子 半 群 ;， 对 于 Yt>0，T(2) 是 正 自 
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，» 71=0,1,2, 


伴 算 子 。 试 求 出 无 穷 小 生成 元 4， 并 证 明 108- 寺 


… 是 4 的 特征 值 。 
7.2.2, 设 名 = (7,7), 定义 算 子 


TWODO = ,G0 -EDIE it>0, 
TF = 


其 中 积分 楼 G09,t) =1+23le-"*tiocosn9， 证 明 {TC) 1 之 0} 是 强 


连续 算 子 半 群 ， 它 是 压缩 半 群 中? 
7.2.3 设 多 =C(C-eco,ceo)， 定 义 线性 算 子 


(CS)， 上 = 0， 
(TOW) = oS Ge 
(Cs — nn), t>0, 


其 中 参数 4,/>0。 证 明 f 全 (591 衫 中 是 强 连续 压缩 半 群 。 并 证 时 
它 的 无 穷 小 生成 元 是 差分 算 子 
CAu) (5) = A(u(s ~ 1) -us)), 
7.2.4 设 名 =CC(R';R)，bE 2。 考虑 下 列 常 微分 方程 组 


TO)), x(0) =5. 


这 是 一 个 自治 方程 组 ， 对 于 每 一 个 te 及 " ,都 存在 一 个 解 xG,E)， 
-0cO<ti<o0， 使 得 XC()E 22。 在 名 上 定义 线性 算 子 


TOD;: ff 20。 


证 明代 ;t 宇 0} 是 一 个 强 连 续 线性 算 子 半 群 。 设 4A 是 这 个 半 群 
的 生成 元 ， 则 CCR "3R)CD(A)， 而且 当 /ECICR';R) 时 
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_ SoC 
(Af) Cx) 之 CG 


7.2.5 设 4 是 一 个 压缩 半 群 的 无 穷 小 生 成 元 。 设 6 是 耗 散 
算 子 ， 满 足 D(B) 二 DC4)， 并 且 当 we D(CA) 时 ， 
1Bu) <al Au) + bhul, 


其 中 0<a<1/2，b>>0 是 参数 .求证 4+ 有 是 闭 的 耗 散 算 子 而 且 
也 是 压缩 半 群 的 生成 元 ， 
7.2.6 设 4 和 C 是 Banach 空间 上 的 耗 散 算 子 。 设 DD 是 笛 
集 ， DCD(4)，DCD(C)， 并 且 在 D 上 
14-Oalsacl4al+r 1CuD + blul, 


其 中 参数 0 志 4 二 1，4b 汪 0。 求 证 

(1) 有 是 压缩 半 群 的 生成 元 当 且 仅 当 C 也 是 某 压 缩 半 群 的 
生成 元 。 

(2) D (Alp) = DCTs )。 


$3 单 参数 丁 群 和 Stone 定理 


本 节 讨 论 单 参数 西 群 和 单 参数 西 群 的 表 示 。Stone 定理 是 单 
参数 西 群 的 表示 定理 ， 它 在 量子 力学 中 起 着 和 谱 定 理 一 样 基 本 的 
重要 作用 ， 同 时 它 在 群 表 示 论 和 统计 力学 里 也 有 许多 应 用 。 我 们 
将 证 明 Stone 定理 ， 并 且 给 出 它 的 一 些 应 用 ， 特 别 是 在 遍历 理论 
中 的 应 用 。 我 们 将 证 明 Von Neumann 平均 遍历 定 理 。 此 外 还 要 
讨论 Trotter 乘积 公式 。 

3.1 单 参 数 丁 群 的 表示 一 一 Stone 定理 

定义 7.3.1 设 多 是 一 个 于 ilbert 空 间 ， 称 {C 91tE 及 二 是 
一 个 强 连 续 西 算 子 群 ， 是 指 它 满足 : 

(1) 对 于 每 个 ti 及 '!，(/ (是 多 上 的 西 算 子 ， 即 


UU*C) = UU = 7 


188 


(2) LUGL+S)=UGDUCG) Ys,t€E R's 

(3) 对 于 每 个 xE 多 ，th CDx 连续 。 

Stone 定理 将 把 西 算 子 群 表 示 为 exp(it4) 的 形式 ， 其 中 4 是 
一 个 自 伴 算 子 。 

在 进行 讨论 这 个 定理 之 前 ， 我 们 来 浪 察 一 个 强 连 续 线性 算 子 
压缩 半 群 {T (2) 1t 宇 0} 的 共 轿 半 群 {T*(t) |t 宇 0}。 由 定义 ;， 显然 
有 

(1 T*(0) = 已 

(2) T*(Cs)T*OH) = Tt 45), Yt,s>0, 

自然 要 问 {T*()1t 宕 0} 是 否 还 强 连续 ? 答案 是 肯定 的 。 这 是 
因为 

HT*Ct) x — xl? 
= 1T*C) x CT*CG)x,x) — CX,T*OENX) + xl 


由 于 红 * 2x 所 IT 有 x 和 1xh， 以 及 
(TEX x) = x, TX xX) i>0+, , 


所 以 
lim 1T*(Dx 一 zz<0。 


于 是 强 连续 线性 算 子 压缩 半 群 的 共 思 半 群 ， 也 是 强 连 续 压 编 
半 群 。 
记 8B 为 {T*Q) 1t 宕 0} 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 有 
引 理 7 .3.2 共 斩 半 群 1 *( 人 (10) 的 生成 元 中 是 压 缩 半 群 
{TC 站 关 0} 的 生成 元 4 的 共 柜 算 子 ， 即 
B= A*, (7.3.1) 
证 明 ”对 于 任意 的 xE DC(4)，yE DC(B), 有 
(Ax,y) = lim tT OU)x~x,y) 
= lim cx, TY)Y-Y) 
. = (Xx,By).. 
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所 以 BCA*。 另 一 方面 ， 设 yE DC4*)， 则 


(Tx x, -|. CAT (Dx, Dt 


= eT* CD Ary) ds, VxED(A), 
0 


* 
T*(N)Yy -y= | T# 04) A*ydi. 


所 以 By = A*y， 这 就 得 到 A*CB8。3| 理 获 证 ，。 

总 结 起 来 ， 我 们 有 

定理 7.3.3 设 略 是 一 个 Hilbert 空 间 ，{T (9 1t 宇 0} 是 一 个 
强 连 续 压 缩 闪 群 ， 有 无 穷 小 生成 元 A4， 则 共 弦 半 群 {T*(t) |t 守 0) 
也 是 一 个 强 连 续 压 缩 半 群 ， 有 生成 元 A*， 

注 车 在 Banach 空间 上 考虑 一 般 的 强 连 续 算 子 半 群 ， 则 
人 (GD 1 之 中 未 必 能 保持 强 连 续 性 。 然 而 有 下 列 

Phiilips 定理 设 和 是 一 个 Banach 空间 ，{T 了 (|t 之 0} 是 台 
上 一 个 强 连续 线性 算 子 半 群 , 它 的 生成 元 记 为 4 , 记 2* = D (A)， 
T+ =T*0D)|z+， 则 {T+ 0Q)1t 宇 0} 是 多 + 上 的 一 个 强 连 续 算 子 
半 群 ， 有 无 穷 小 生成 元 4+， 它 是 使 A* 的 定义 域 及 值 域 都 在 多 ” 
上 的 最 大 限制 。 

参看 吉田 耕作 《 谤 函 分 析 》 第 九 章 8$ 13。 

现在 回 过 来 看 Stone 定理 ， 先 看 儿 个 注 ， 

注 1 设 {T()1t 衬 0} 是 一 个 强 连续 西 算 子 半 群 ， 即 对 于 Yi， 
TO) 是 西 算 子 。 那么 ， 当 

Ts), 过 0， 
vc ={ Ts co (7.3.2) 

时 ，{U(Ct)， =- ceo<t<co} 构 成 一 个 单 参数 强 连 续 酉 算 子 群 。 

事实 上 群 性 质 由 TG) 的 半 群 性 质 和 丁 性 质 导出 ,而 强 连 绪 
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性 则 由 定理 7.3.3 导出 。 

注 2 ”关于 { (1 六 人) 的 强 连续 性 假设 (3) 可 以 被 弱 连 续 
性 ， 

(3)“ Vx,yE€ 庆 ，tP(U (ED) x,y) 连 续 ， 

事实 上 ，1C Gx = xj， 所 以 当 i->0 时 IUCDxj->jhxj。 从 
而 由 弱 收 敏 性 以 及 模 收 伍 可 推出 强 收 伍 。 

注 3 进一步 假设 和 是 可 分 的 ， 则 弱 连 续 性 假设 (3) “还 可 以 
被 下 列 弱 可 测 条 件 (3)“ 所 代替 。 

《3)”Vx,yE 和 ，(UGDx 妨 是 可 测 函 数 ， 

证 明 由 弱 可 测 条件 (3)7 以 及 Riesz 表示 定理 可 知 , 对 于 VY。 
EER, YyE NN，]WE 多 使 得 


Cyas x) = (UDy rd, Yrep (7.3.9) 


成 立 。 由 于 | xcpyeaz|<lallzllzl， 可 见 


Iyaol<lallyl. 
令 
D={y€E P| YaER!', ye Pp, y, 满足 (7.3.3) 式 }。 
1”U() 在 D 上 弱 连 续 ， 这 是 因为 


(UD ya, 2) = (yo UC HS) 


=[ vy, UC-iz)ds 
0 


=[" (Uy, ds 


2” 嘱 在 多 中 稠密 。 
车 不 然 ， 设 >E D+。 任 取 多 的 一 组 完备 正 交 基 {e,)。 则 对 
于 Va€R', 
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0= (en ,2) =| Uens sd 
° 0 


推 得 
(Ut)en,2) =0, a.e Nn=1],2,°*, 

从 而 3 ER!， 使 得 
| (Ut(t0) en ,2) =0, 人 = 2 
于 是 VC-t)z=0， 故 z=0g。 得 到 矛盾 。 

综合 1 ,2" 知 (3)” 二 (3)’。 证 上 毕 ， 

定理 7.3.4 设 {U()1tE Rj 是 一 个 弱 可 测 西 算 子 群 ， 则 必 
有 一 个 自 伴 算 子 A， 使 得 14 是 它 的 生成 元 。 

证 明 记 T,()=UGQ)， 当 t>0 时 。 则 {TQ)1t 宇 0} 是 一 个 
强 连 续 西 算 子 半 群 ， 设 其 生成 元 为 B。 令 A4= - 雪 ， 则 

4 自 伴 寺 >8B8= -B*. 
然而 由 生成 元 的 定义 
Bx = lim 171(T,(t) - Dx 


-im UA UC-H))x 
= 一 lim UECU* CE) 一 门 X 
-Br 
改 忆 = - 8#*。 所 以 4 是 自 伴 算 子 。 由 于 中 = !4。 定 理 蓝 证 。 
这 个 定理 的 道 命题 也 成 立 。 设 4 是 一 个 自 伴 算 子 ， 它 有 谱 分 


解 
4=| 248, (7.3.4) 
令 
UG) = [o'rdE,, iER', (7.3.5) 
则 由 算 符 演算 知 : 
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U*() =UC-t) = UO) 
并 且 不 难 验证 {U (人 ，tE 民 吃 构成 多 上 一 个 强 连 续 酉 算 子 群 ， 而 
且 它 的 生成 元 是 14， 
总 结 起 来 ， 得 到 单 参 数 强 连续 西 算 子 群 的 表示 定理 。 
定理 7.5.5(Stone) 为 了 闭 称 定 算 子 B 是 Hilbert 空间 9 上 
一 个 单 参数 强 连续 西 算 子 群 {U (iD，tE 及 坊 的 无 穷 小 生成 元 ， 必 
须 且 仅 须 存 在 自 伴 算 子 4， 使 得 =+t4。 此 时 
U(t) =exp(tA4) (7.3.6) 
或 者 用 4 的 谱 族 ix| 一 c2<14<co} 来 表示 ， 


十 co 
vw=| edE,, (7 .3 7) 


当 关 系 式 (7.3.6) 或 (7.3.7) 成 立时 ， 我 们 称 自 伴 算 子 4 生成 
强 连 续 酉 算 子 群 {0 (0) 1tE RR!}。 

3.2 ”Stone 定理 竟 应 用 

1，Bochner 定理 

定理 7.35.6 (Boctiner) 为 了 复 值 连续 图 数 请 D ,- co< 人 i 过 
+ co， 有 积分 表示 


+ 
f(t) -| eit4G2(4)， (7.3.8) 


其 中 "(4) 是 非 减 的 ， 有 界 右 连续 函数 ， 必 须 旦 仅 须 (是 正定 
的 ， 邯 对 于 任意 具有 紧 支 集 的 连续 函数 


[| fC sp PU dids >0. (7.3.9) 


泽 在 第 六 章 $4 中 讨论 的 Hamburger 抢 问 题 是 (7.3.8) 的 离 
散 情形 。Bochner 定理 的 证 明 思 路 与 定理 6.4.18 的 证 明 相 仿 。 

证 明 运用 积分 形式 (7.3.8) ,直接 验证 可 得 不 等 式 (7.3.9) ， 
于 是 必要 性 成 立 。 效 证 充分 性 , 即 假定 /0 满足 不 等 式 (7 .3.9)， 
要 证 明 /6 有 积分 表示 (人 .3.8) 式 。 为 此 ， 构 造 空间 
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”| 除了 有 穷 个 + 值 外 
Ld, Ri—>C| 0 20 } 
(7.3.10) 

按 函 数 的 加 法 与 数 乘 规定 荆 上 的 运算 ， 并 定义 
x= >》 fxzGDC) (7.3.11) 


mits < 
yx(*) ,yl*) E44， 由 于 f 是 正定 的 ， 故 有 
(x,x*)>0,. VYxEL, 
在 上 上 引入 平移 算 子 Us: 
(UX) (t) =x(t— 71), (7.3.12) 
出 易 见 
(U,x,UY) = (x,Y), 
UUo=U,,o, 
L7o = /。 
注意 到 工 不 是 内 积 空间 ， 为 此 令 
N= {xE€ELI(x,xX) =0}, 
作 商 空间 L/N。 于 是 L/N 是 内 积 空 间 , 它 的 内 积 为 
(Lx], Ly) = (X,Y), (7.3.,.13) 


其 中 [Lx],[ 引 分 别 末 示 * ,在 商 空 间 中 的 陪 集 。 商 空间 上 内 积 之 
所 以 有 意义 是 因为 (x, 引 =0，VYxEIL，yEN。 记 此 商 空间 的 完 
备 空间 为 多， 于 是 必 是 一 个 Hilbert 空间 。 
因为 U0:NSCN， 所 以 由 Us 自然 导出 商 空间 二 /LN 上 的 算 子 
U's 
UV:Lx1= [Ux], VxEL,TER!, (7,3.14) 


六 -可 以 连续 延 拓 到 整个 和 上 ， 仍 记 成 过 *。 由 7V* 的 性 质 知 {0 ,3s 
TE€ RR! 是 上 的 西 算 子 群 。 
将 证 明 {0:， Tt&E RR 站) 是 强 连 续 的 ， 对 任意 的 xEL， 
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I Ex =D ,Lh 
=1U,,*- Ur,*h 


= Ur, -r,t Xl 
= 2lxh -2Re(U ix， 


=2 ReClxl?— (Uses sx,*)) 


=2 Re( Df :~ 8) (xe) 
~ Df- lr ral) rs) ) 


= 2Re{ DG- s + Dl) 
由 f 的 连续 性 得 到 当 |r -rs| 一 0 时 ， 
limlD,, Lx] 0;, Cx]:=0. 


于 是 { 六 .ze 及 )} 构 成 多 上 一 个 强 连续 西 算 子 群 。 
根据 Stone 定理 ， 存 在 谱 族 {E;， -co<<4<cohj 


0.={ e'sdE,, (7.3.15) 
现在 取 
1, t=T, 
“cD = 人 7 (7.3.16》 


则 xoE 工 。 时 Fr) = (LU xoyxo) = ([Uxo],[xo]) = (Ds LX0), 
[xu])， 即 得 
foD = {err2dlE, cx, (7.3.17) 


定理 获 证 。 
2、Schr6dinger 方程 的 解 
量子 力学 的 基本 方程 是 Schr6dinger 方程 
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ht) = Hy (x,t), (7.3.18) 


关中 二 Honiton 备 子 一 AV ne hh 是 Plank 常 


子 出现 在 点 x 处 的 几率 密度 ， 确切 地 说 ， 对 于 任意 Borel 集 EC 


及 ， 积分 | 1yz 光 12qx 表 示 在 时 刻 寺 ,粒子 进入 区 域 下 的 几率 。 


特别 地 | ， lyz,5 [2dx =1， 即 波 函数 是 归 一 的 。 


Schr6dinger 方程 的 解 联系 着 初始 时 刻 的 波 函 数 (x,0) 与 t 
有 时刻 的 波 图 数 ， 定 义 
UG): YOx,0) > Vx,t). (7.3.19) 


于 是 U (9 是 全 体 波 函 数 集 上 的 一 个 变换 。 物 理 过 程 要 求 
U(t+s) =U (t)U (s), 

又 因为 波 函 数 是 归 一 的 ， 推 知 U (是 等 距 的 。 因 此 {U ()， -oo 

<t 过 +co} 是 一 族 间 参数 西 群 ， 并 且 自 然 可 以 要 求 U(t) 是 弱 可 测 

的 。 于 是 应 用 Stone 定理 ， 甩 必 是 自 伴 算 子 ， 并 且 


px,t) =U YX,0) =e-iiy(x,0), (7.3.20) 
Stone 定理 不 但 给 出 Schr6dinger 方程 的 解 ， 而 且 还 断定 
Tamilton 算 子 万 必须 是 自 伴 算 子 . 在 方程 (7.3.18) 中 一 学 A 十 
Vx) 只 是 形式 确定 的 ， 并 没有 给 出 边界 条 件 。Stone 定理 则 提供 
了 一 学 A+7( 吃 定义 域 的 限制 。 这 对 物理 问题 的 求解 起 了 积极 


的 作用 ， 

3， 遍历 (Ergodic) 定理 

完整 的 经 典 力学 系统 ， 可 看 成 具有 27 个 自由 度 的 粒子 ， 其 相 
空间 由 民 ?*" 中 的 点 X= (91,4929,4n; Piypa ypn) 来 描述 ， 其 中 
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4 是 位 置 坐标 ，Pi 是 动量 坐标 . 相 空间 上 的 点 * 遵从 Hamilton 方 
程 组 


9Pi (7.3.21) 
一 1= 1 2 


其 中 媚 = 互 (9,p) 表 示 这 力学 系统 的 能 量 ， 称 为 Hamilton 量 。 从 方 
程 组 容易 看 出 Hamilton 量 是 这 个 方程 组 的 一 个 第 一 积分 。 换 句 话 
说 ， 在 相 空间 上 的 点 只 能 在 一 个 等 能 量 面 上 运动 。 只 要 Hamilton 
函数 是 (49,n) 有 2 次 可 微 性 ， 并 且 假 设 它 的 等 能 量 面 是 紧 的 ， 那 
么 由 常 微分 方程 存在 性 理论 ， 这 个 方程 组 存在 整体 解 。 这 样 一 来 
这 方程 组 决定 了 从 初 值 %。 到 x 的 的 连续 变换 1 六。 设 豆 (xo) =c， 记 
2e=1 (OCR ， 则 对 于 每 一 个 上 及 9 


Tt: Ze 一 > 《7.3.22) 
于 是 {Dt tE RR!)} 构 成 2。 上 的 一 个 变换 群 ， 
Tl, = Tirse (7,3.23) 


在 此 力学 系统 上 ， Liouville 定理 成 立 ， 即 
人 是 R*" 一 >R*" 中 的 一 个 保 测 变换 ， 
证 明 设 D 是 民 * "中 一 个 可 测 集 , 令 D: = 人;(D)。 用 mes (D1) 
表示 集合 Dt 的 Lebesgue 测 度 ， 则 


0 六 


mes(D，) =|， det aezdx。 (7.3.24) 
0 


Tx =x 人 满足 方程 组 (7.3.21)， 即 满足 
£1) =gradH(x() J], x(0)=x, (7.3.25) 


其 中 gradH = (27, 3, ,3 -2 了 


3891 3g,” ”9397 ”3p1 ” ?apn ? 


J =-(_ ， 1 ) (7.3.26) 
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当 x->0 时 ，x(b=x+tgrad 刀 (xz)。1+O(Go0。 因 此 


oT ex -Jiagrad H.,J +O(bz)。 
ox 9X 


由 于 对 于 任意 和 矩阵 4，det(L+i4) =1+tr4+toOGD， 以 及 
tr (grad H.)) =0, 故 
3 三 


=1+0(t)， 当 1->0 时 。 


det 


代入 (人 .3.24)， 当 纪 -=0 时 有 
mesDi=| (1 +0 (02) ) dx, 
Do 


由 于 起 始 时 刻 可 以 任意 的 ， 上 面 讨 论 中 可 用 任意 时 刻 代 赫 ! = 0， 
从 而 有 


d 
Hs Di =0, 


故 mes Di = const。 于 是 Liouville 定 理 成 立 。 
现在 考虑 能 量 曲 面 Z.， 在 2 上 引入 测度 
dS 
十 二 -~ ， 
0 prad Hp (7.3.27) 


其 中 4S 是 及 ”上 Lebesgue 测 度 在 能 量 曲面 3。 上 导出 的 曲面 测度 . 
由 Liouville 定理 立 知 do 是 3。 上 的 关于 变换 的 一 个 不 变 测度 ， 
即 vy 4CZ。， o (A) = 0o (TA) . 


考察 空间 (2。,do)。 在 这 个 空间 上 引入 全 的 一 个 算 子 起 
示 : VfEL(Z6,do) 


(UF KX) = xX), XEZo, (7.3.28) 
由 六 :的 不 变性 ， 立 得 ， 
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| Ineolacco =| f(x) 2do (x), (7.3.29) 
了 5 


这 表示 U 的 是 等 距 的 。 又 因为 六 是 连续 变换 群 ， 所 以 有 
UGC+s) =U (Us), Yt,sSER!, (7,3,30) 


并 且 U 由 是 在 上 的 。 这 就 得 到 {U (4) ; -co 过 to0) 是 天 (Zadc) 
上 一 个 西 算 子 群 。 这 个 算 子 还 是 弱 可 测 的 。 

在 热力 学 中 有 一 个 基本 定律 , “任何 孤立 系统 趋 于 平衡 态 ”。 
在 这 个 假设 下 ， 为 了 观察 一 个 系统 的 任何 物理 量 ， 往 往 通 过 长 时 
间 的 观测 ， 取 物理 量 在 过 程 中 的 平均 ， 即 


1f pr,xd 
刀 | .7 tX) t, 


然后 令 Tco， 以 极限 值 表示 对 该 物理 量 的 观测 值 。 于 是 自然 要 
问 这 极限 存在 吗 ? 在 什么 条 件 下 存在 ? 以 及 极限 在 什么 意义 下 存 
在 ? 

当 运 用 大 ;的 丁 算 子 表示 (7.3.25) 式 时 ， 上 述 极限 问题 化 归 为 
求 


lim$ | .we fai ， 
利用 Stone 定 理 ， 我 们 可 证 明 下 列 平 均 遍 历 (mean ergodic) 定 理 。 
定理 7.5.7(Von Neumann) 设 {Z 人 ER 是 再 lbert 空 
间 多 上 的 一 个 单 参数 强 连续 西 算 子 群 , 令 Zo0=1{yE 91Yi 


UL 的 = 纪 ， 多 0 是 多 的 子 空间 。 记 中 是 多 到 多 ,的 投影 ， 则 下 列 
极限 存在 


T 
jim 二 | U(xdti=Pxr, VxXEY, (7.3.31) 
Po 0 


证 明 由 Stone 定理 ， 我 们 有 
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Ut) = 全 ea， 
其 中 {E 4.4E 及 二 是 丁 算 子 群 {Z 的 :区 民 !) 的 生成 元 的 谱 族 。， 
引入 函数 


1， 4=0, 


2£ » =| 
0. 4 关 0。 
因为 
ei27 一 了 
于 = A 40, 
1， 4=0， 
所 以 


lm | er?dt = od 
ra 


Pa 


由 Fupbini 定 理 ， 凡 及 Lebesgue 控 制 收敛 定理 
村 /2ezrue- Ex | 
1 


+ 
=| 二 


了 2 
| eihidi — elh) | dlE,xl: 
0 


一 0， 当 了 ->co。 


.1f? 
Hi FU xd Box, 


To 
次 证 B(。，=P， 只 要 证 明 它 们 有 相同 值 域 。 因 为 


UE 0 x= [ee tdE,E 0, x= E10, %, 


故 忆 ioxE 需 o， 这 说 明 尽 (BE oo)CRCP)。 另 一 方面 ， 对 于 任意 
YE 多 0 
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Bioy=lim 示 | UGQ) ydt= y, 


推 得 gE EB io PPP。 丽 R(P)CR(GE 0,) .于 是 EE to = 了 , 式 (7.3.31) 
得 证 。 

定理 的 证 明 还 给 出 了 如 下 的 结论 ，0 是 单 参数 强 连续 西 算 子 
和 群 的 生成 元 的 特征 值 ， 相应 的 特征 空间 好生 成 元 的 核 是 西 算 子 群 
的 不 动 点 的 全 体 。 

将 Von Neumann 定 理 用 到 前 面 所 讨论 的 力学 系统 ， 有 

推论 7.3.8 设 人 {fT -~- 吕 <t<o0} 是 由 Hamilton 方 程 组 
(7.3.21) 所 决定 的 能 量 曲 面 2。 上 保持 测度 0 不 变 的 运动 ， 则 对 手 
任意 JE 22(zedoc)， 下 列 极限 在 天 意义 下 存在 ， 


lim ST df). 《7.3.32) | 
而 且 极 限 函 数 满足 
| 7oodcco =|. fx) do Cx), 《7.3.33) 
证 明 ”考虑 全 的 西 算 子 表示 ， 则 {0 ;一 <t<<o0} 是 单 


参数 弱 可 测 西 算 子 群 ， 由 注 2、 注 3，{U()，- oo<i<o0} 是 
强 连 续 的 。 因 为 


1 1 [7 
二 fra- 二 | (U (0) f) x) dt, 


由 Von Neumann 定理 得 到 (7.3.32) 式 。 因此 只 要 证 明 (7.3.33) 

式 。 极 限 (7.3.32) 式 是 在 严 (Ze,dc) 意 义 下 成 立 。 由 于 0 (C26) 二 
+ 00, 所 以 (7.3.32) 式 在 (26。,40) 意 义 下 也 成 立 。 于 是 由 Fubini 
定理 ， | 


i 工作 
| fx) do cx) = | FCT) dtdo Cr) 
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1 


= lim 寺 .| f Tx) do C(x) 
pn A Zz, 


=| px)do(x)。 
Zo 


推论 得 证 。 

除了 上 述 的 在 (2。,40) 及 [1(2。,dg) 意 义 下 ， 物 理 量 对 时 
间 的 平均 ， 当 了 趋 于 co 时 ， 存 在 平均 和 极限， 事实 上 这 个 极限 还 是 
几乎 处 处 c 测度 下 成 立 。 这 就 是 

定理 7 ,3,9(Birkhoff 个 别 还 历 定 理 ) 设 {Tis -oo<t<o0} 
是 由 Hamilton 方程 组 (7,3.21) 所 决定 的 能 量 曲面 Z。 上 保持 测度 0 
不 变 的 运动 ， 则 对 于 任意 JE Lr (2。,40) (p=1,2)， 极 限 


lim | fT) dt= 0%), 0 一 a.e. (7.3.34) 
了 -oo 人 0 


由 于 本 课程 不 准备 涉及 遍历 论 较 深刻 内 容 ， 这 个 定理 我 们 就 
不 证 明了 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 吉田 耕作 《 泛 函 分 析 》 亚 章 § 2， 
或 者 Cornfeld、Fomin 和 Sinai 和 的 “Ergodic Theory”。 Springer- 
Verlag (1980) 。 

定义 7.5.10 ” 相 空 间 (2。,4o) 上 保 测 变 换 群 {D1; -<t< 
+ co} 称 为 是 遍历 的 (ergodic)， 如 果 对 于 任意 fs LL? (Zc,do) (p= 
1,2)， 极 限 


lim 工 六 Fr ea 
lm 二 | 7 1X) QX 


是 一 个 常 值 函数 ， 
推论 7.3,11 若 {Di -<t<o0} 是 扎 历 的 ， 则 对 于 YE 
L? (2.,d0) (p=1,2), 


lml[ pcr,x)dt=— 1 
mo 了 0 CC(2o) 


| f (x) do (x) 。 
(7.3.35) 
202 


证 明 ”由 遍历 性 假设 ，E 46, 的 值 域 只 能 是 一 维 的 ， 而 且 只 
能 直 常 值 荔 数 组 成 ， 所 以 由 (7.3.33) 式 


fo (za -| f(x) do (x)。 


于 是 得 到 (7.3.35) 式 ，。 

根据 平均 遍历 定理 (7.3.35) 在 £2(2Zc,d0) 或 (2。.,d0) 窟 义 
下 成 立 ， 而 根据 个 别人 遍历 定理 (7.3.35) 在 几乎 处 处 c 测度 意义 下 
成 立 。(7.3 .35) 式 的 物理 意义 是 在 遍历 性 假设 下 物理 量 的 时 间 于 
均等 于 相 空 间 平均 (几乎 处 处 意义 下 相等 ) 。 

所 以 作 这 样 的 定义 是 由 于 有 

定理 7.3.12 {人 -co<t<co} 是 遍历 的 必要 充 分 条 件 是 
如 果 2e 内 可 测 集 正 在 六 下 不 变 ， 即 1B=E， 则 有 o (E) = 0 或 者 
o(E) 一 5(C>e)。 

证 明 {Ti -co<t< co 是 这 历 的 后 > VfEL(26,do)， 


Eo/f= 去 洒 | (xda(x) 又 


,BE- E<—>U(t)xe=xs ViER! 
<—>B (0) Xs = Xg, 
其 中 xz (xX) 是 可 测 集 86 的 示 性 函数 。 
o(E) 日 


必要 性 。 取 f =xs， 则 xz=EE ‘oe = ) 是 常 值 函数 ， 只 


能 是 0 或 1， 即 得 c(BE) =0 或 者 0(E) =o(Zo) 。 

充分 性 。 设 /ER oo)， 则 /exz) = 了 (x) 对 于 YiER! 成 
立 ，Y4aER', 令 

Fa= {xEZclf x) <a}. (7.3.36) 

于 是 六 Fo= ra， 由 假设 c(Fo = 0 或 者 1， 推 得 f 必 是 一 常 值 函 
数 . 因此 {75 -co < 去 tco} 是 遍历 的 。 定 理 获 证 。 

这 定理 说 明 运 动 们 te 经 及 坟 遍 历 是 指 相 空 间 2。 上 不 存在 一 
个 真正 的 可 测 子 集 EE， 使 得 流 人 ,保持 不 变 。 换 名 话说 在 时 间 平 
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均 意 义 下 ，2. 的 各 部 分 将 过 浙 转 移 到 了. 的 其 它 各 部 分 ， .以 及 从 任 
意 初 态 xE 2 出 发 ，[:x 儿 平 处 处 跑 遍 整个 相 空 间 2。， 这 就 是 统计 
力学 “各 态 历 经 ”或 遍历 性 的 意义 。 

3.3 Trotter 来 积 公式 

考察 [7(R') 中 自由 粒子 的 Schr6dinger 方程 ，- 


ACIO (7.3.37) 
ot - 2m 


-本 一 一 
波 函 数 随 时 间 的 发 展 是 


(及 ?) 上 是 自 伴 算 子 。 由 Stone 定理 ， 


: PX,t) -i yx,0), 
现在 考虑 有 外 场 作用 的 自由 粒子 ， 相 应 的 Schr5dinger 方 程 是 
i DD PA CrtV YE C7.3.38) 
ot 2 
令 昌 ,=V 为 LAR”) 上 乘积 算 子 .在 定义 域 D(HD) = fuE LR IVu 
ELR5)} 上 H, 是 自 伴 算 子 。 它 生 成 强 连续 西 群 {fe 人! te 
R!}。 于 是 在 外 场 V 下 自由 粒子 的 能 量 算 子女 = 太 ,+ 瑟 。 对 于 适 
当 的 势 函 数 V (例如 取 例 6.5.11 中 的 势 函 数 )， 在 定义 域 H:(R:) 
上 ， 万 也 是 自 伴 算 子 。 自 由 粒子 在 外 场 作 用 下 的 波 函 数 通过 强 过 
续 酉 算 子 群 {e- 译 :jie 及 咏 作 用 在 初 值 上 得 到 
px) =e- 这 (xz,0)， (7.3 .39) 
方程 7.3.37) 可 通过 变量 分 离 方 法 容易 求解 方程 (7.3.38) 的 解 


一 般 不 能 通过 显 式 给 出 。 这 是 因为 西 算 子 。- 汶 ' 比 e- ;下 ! 复 杂 . 
于 是 为 了 讨论 (7.3.39) 给 出 的 波 函 数 ， 自 然 希 望 通过 相对 简单 的 


西 群 [ exp (一 至 避 iER'| 与 {p(teR: 来 得 到 
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西天 | exp ( -2 人 )| :ER }。 因 为 算 子 乘积 不 可 交换 ， 
exp{ ~! 1 io 2 和 那 
么 它们 之 间 的 关系 如 何 呢 ? 

首先 讨论 有 穷 维 空间 的 情形 ， 此 时 线性 算 子 用 和 从 阵 表示 ; 设 
4 和 如 是 算 阵 ， 问 题 就 化 为 年 阵 。:4+2 如 何 通过 。4 和 e42 来 表 
示 k: 我 们 有 如 下 的 乘积 公式 ， 

引 理 7.3.13(Lie 乘 积 公 式 ) 设 A 生 是 有 穷 维 空间 上 的 入 
阵 ， 则 

e4+B =lim(e*e*).. | (7.3.40) 
证 明 记 S,=e "， T,=e"e", 
Si -T= ST, + S81T, ~ S27? 
+S32T2 SH TIS TIT 


nl 
= DSIS, -TTY, 


j=0 


HA 十 至上 


记 M = max (lS,l], 17)， 则 Ms。 ” . 于 是 
ls 一 人 入 Ms -Tl 
<alS -Telatrilel， 


因为 有 下 列 估计 
jls， 一 了 | 


-| 纪 坟 和) -号 六 多) 


<C/n, 
其 中 C 仅 依 赖 于 141 和 181， 所 以 


limlS*: 一 了 =0。 
引 理 获 证 。 
对 于 无 穷 维 Hilbert 空间 ， 上 述 引 理 可 推广 到 无 界 自 伴 算 子 
情形 。 
定理 7.3.14(Trotter 乘积 公式 ) 设 4 和 了 是 Hilbert 空间 多 
上 的 自 伴 算 子 , 设 A4+8B 在 D=D(A) 由 D4B) 上 自 华 ， 则 


$ n 
ett4tm=s—lim(e rss) 。 (7.3.41> 


证 明 设 xED， 则 当 s->0 时 ， 
(eis4etrax— x) 


1 8 1 jis is 
= (0 Ax—X) + Tod(ei*? ~ x) 


—>1AxX + 1BxX, 


(etht mw xX)—>1(A+B)x, 


记 T。= 工 (eeaetee eist4ta), 则 VxED，lim Tsx=0， 此 外 - 
' 显 然 有 lim 7 sx= 0， 
由 于 4+8 在 D 上 自 伴 ，D 在 图 模 
{xlara= xl + lcA+B) rl 
下 是 一 个 Banach 空间 . 于 是 7 是 (D, 上 1443) 到 (2 ,1 上 DD 的 有 
:界线 性 算 子 ， 并 且 对 于 每 个 xE D， 上 ,xj 关于 s 有 界 。 由 一 致 有 


界定 理 可 知 算 子 族 { 了 Ts,; sE 及 !) 一 致 有 界 ， 即 存在 常数 C， 使 得 
IT ,xl<Clxlars, VxED, 

从 而 对 于 Banach 空间 DD 上 的 任意 紧 集 X ， 极 限 imTsx=0 在 x€ 

上 上 一 致 成 立 。 


， 206 


易 证 当 x*ED 峙 ，e'*'4+3)x€ DD， 并 且 有 映射 srete4tax 是 
有 R! 到 (CD,|*14;s) 的 连续 映射 。 由 于 [ -1,1] 是 民 !' 中 紧 集 ， 因 此 
对 于 固定 的 xED， 集 合 {e'*4+3x| -1&51} 是 D 中 紧 集 ， 所 
以 


. 工 - ， ， 
lim 了 [err4et73 一 e ir(4+B) ei (AtB)x—0, 
7 一 0 


在 sE [1,1] 上 一 致 成 立 ， 
现在 仿照 引 理 7.3.13 的 证 明 方 法 ， 通 过 插值 


和 i 久 ， 四 
4 1—8 —(AtB) 
Ge 已 » ) *-(e™ ) x 


L 名 一 1 一 上 
A+B) WA+B) 
一 6 5 | ) 2 : 


易 见 
|(e it40 0) x _ € | 
之 |i| max 3 人 (。 记 4。 1 _e et | 
一 0， 当 n>co 肝 。 
所 以 


t € nn 
， A i 
lim(e ne " ) xX=eii(4tBx, YXED, 
Re 


由 于 忆 在 多 中 稠密 ， 西 算 子 界 为 1 ， 故 上 列 极限 在 整个 多 上 也 
成 立 。 定 理 获 证 ， 
这 个 定理 还 可 作 如 下 的 推广 : 
设 A 和 BB 是 自 伴 算 子 ，A4+B 在 D(A) 人 ND(B) 上 本 质 自 伴 ， 
出 Trotter 乘积 公式 (7 .3.41) 仍然 成 立 。 
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土 述 的 证 明码 法 不 再 适用 于 推广 后 的 命题 。 证明 要 复 杂 得 : 
, 多， 超出 本 课程 基本 范围 ， 我 们 就 不 去 证 明了 。 有 兴趣 读者 可 瑚 
' 需 P 了 ,Chernoff “Semigroup Product Formulas and Addition of 
Unbounded OQperators, » Bull. Amer Math Soc. 76(1970). 


将 Trotter 乘 积 公 式 用 到 (7.3.39)， 我 们 得 到 
HH il on 
Vx,t) = lim( oT 半生 ) wz,0)， 


极限 是 在 意义 下 取 的 。 量子 力 掌中 著名 的 feynman 路 径 积分 可 
通过 上 述 乘积 公式 导出 。 | 


习 是 


7.3.1 设 {UCD jieE 民 中 是 尖 上 强 连续 西 算 于 笑 。D 是 多 

中 稠 集 ， 满 足 U (i) DCD，vYtE 民 '。 设 Ul 在 D 上 强 可 导 ， 即 
d 

对 于 每 个 yxE D，U (Dx 关于 上 可 徽 。 证 明 区 2 | 在 D 上 
本 质 自 伴 ， 而 且 它 的 闲 包 是 4， 其 中 人 是 此 西 群 的 生成 元 . 

1.3.3(Stone 定理 的 另 一 证 明 ) 设 (U (DO - co<t<oo} 是 
入 上 强 连 续 西 算 子 群 

(GD VfECI(R'), YXxE 多， 定义 


YX 二 三 7eoweozat 


积分 在 Riemann 意义 下 有 意义 。 令 局 是 一 切 xi 的 有 界线 性 组 合 
构成 的 集合 ， 证 明 忆 是 釉 集 。 
(2) 当 xED 了 时，U (bx 可 导 ， 计 算 
dU (bxX 
dz 。 


(3) 定义 算 子 如 下 : 
D(A) =D, Ax=U’ (0)x, 
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证 明 4 是 本 质 自 伴 的 。 
(4) 令 V (t) =e54 证 明 V()=U (DD)。 
7.3.3 设 A, 是 关上 自 伴 算 子 ， 车 对 每 个 *E YtER'， 
eita 在 和 中 强 收敛 ,证 明 存在 自 伴 算 子 4 ,使 得 A, 一 A(s.8.8) 。 
7.3.4 设 U 是 PP 上 西 算 子 ， 则 极限 


,1 
lim N ZU X=Z 
存在 ， 而 且 UF¥=3, 
7.3.5 设 (Q, 多 ,0) 是 有 限 测 度 空 间 ， 设 人 上 保 测 变换 群 
《Tt; t€ RR 个 是 遍历 的 ， 求 证 
GD Vvf,g9EL(0,.8,0) 


. 工作 1 
lm fr ,9d fa | oac 
《2) 设 4,BE 多 ， 则 


Jim 未 | oANB) d= yA)0(B). 

7.3.6 设 4 和 8 是 正 自 伴 算 子 ，A+B 在 D(A) 丫 D (B) 上 自 
伴 。-4, -了 和 - (4+82) 均 可 生成 强 连 续 压 缩 半 群 ， 分 别 记 为 
{T4040); ti0}，{T3(t); t 宇 0} 和 {T4+3(t); t 宇 0}， 证 明 


TD =s- lim(T (a)7’ (二 ) 


$4 Markov 过 程 


在 经 典 力学 中 ， 质 点 系 在 任何 时 刻 的 真实 运动 完全 由 任 一 过 
去 有 时刻 的 运动 状况 决定 。 换 名 话说 ， 已 知 4 时 刻 质点 系 的 状况 
( 相 空间 中 的 坐标 ， 指 位 置 和 速度 ) ， 就 能 完全 确定 以 后 任何 时 刻 
的 状况 ， 因 此 质点 么 状况 随时 间 的 发 展 完全 确定 ， 这 种 过 程 称 为 
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确定 性 过 程 。 除 经 典 力学 之 外 ， 在 全 部 现代 物理 学 中 ， 必 脐 处 理 
这 样 一 种 比较 复杂 的 情况 ， 即 使 知道 一 个 体系 在 某 时 肇 加 乃至 如 
以 前 时 刻 的 全 部 情况 的 信息 也 不 足以 唯一 地 确定 该 体系 以 后 时 刻 
的 情况 ， 而 只 能 决定 “该 体系 处 于 某 一 可 能 情况 之 一 ”的 概率 。 
于 是 体系 随时 间 的 发 展 ， 其 情况 的 变化 是 不 确定 的 ， 称 为 随机 
的 。 如 果 体 系 在 <<to 的 情况 的 信息 不 影响 上 述 的 概率 ， 也 就 是 说 
这 个 概率 只 取 雇 于 如 时 刻 情 况 的 信息 而 与 过 去 (to 以前) 的 信息 无 
关 ， 这 种 现象 称 为 无 后 效 现 象 。 这 种 随机 的 过 程 称 为 无 后 效 过 程 
或 者 称 为 Markov 过 程 ( 马 氏 过 程 ) 。 
考察 具有 天 后 效 现 象 的 体系 。 用 所 (表示 体系 在 二 时 刻 的 
状况 ，{ 民 (人 )}3-o 是 体系 随时 间 的 发 展 ， 称 为 过 程 的 轨道 。 以 忌 
表示 该 体系 所 有 可 能 情况 的 基 一 子 集合 。 那 么 体系 在 时 刻 io 处 于 
情况 x 而 在 以 后 的 某 时 刻 t 转 为 集合 中 的 情况 之 一 的 概率 用 
Prob{X () EEIX (tt) =x} 
表示 ， 并 记 成 
Plto,xy t,E)=Prob{X () EE|Xt) =X}, 
这 个 概率 称 为 转移 和 概率， 
如 果 转 移 概 率 只 依赖 于 时 间 间 了 柄 :~- 如， 而 与 考虑 的 初始 时 大 
it 无关， 那么 对 于 任意 
Prob{X (t+s)EEIX(t +s) = x} 
=Prob{X(t)EEIX(t) =x}, 
这 是 一 类 特殊 的 转移 概率 ， 称 为 齐 次 转移 概率 ， 具 有 这 种 齐 次 转 : 
移 概 率 的 过 程 {X (0 }t>o 称 为 齐 次 马 氏 过 程 。 对 于 齐 次 马 氏 过 程 ， 
转移 概率 记 成 
P(t,x,E)=Prob{X (t+s)EEIX(s) =x}. 
研究 Markov 过 程 主要 用 两 种 手段 。 一 种 是 用 概率 方法 讨论 它 
的 轨道 性 质 ， 另 一 种 是 用 分 析 方 法 讨论 它 的 转移 概率 。 算 子 半 群 
理论 是 讨论 Markoev 过 程 的 转移 概率 的 有 效 工 上 其。 本 节 将 只 讨论 
Markov 过 程 的 转移 概率 。 
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4.1 Markov 转移 函数 

设 MM 是 一 个 完备 度量 空间 ， 称 为 状 坊 空间， 多 是 M 上 一 切 
Borel 子 集 构成 的 集 族 ; 4 是 (M,. 多 ) 上 的 非 负 测 度 。 

定义 7.4.1 函 数 Pdtx,B):，R:xMx 罗 ~ 及 : 称 为 一 个 
Markov 转移 函数 是 指 ， 

(1) 对 于 任意 t 汪 0，xE M，P(t,x,，) 是 (M, 多 ) 上 一 个 概率 
广度 ， 即 P(t,x,*) 是 ME 上 一 个 完全 可 加 非 负 值 集 函 数 ， 满 足 P (z， 


x,M)=1; 
(2〉 对 于 任意 i! 宇 0，EE 多 ，PG,*，,E) 是 M 上 一 个 Borel 可 测 
欧 数 ? 


(4〉 对 于 任意 的 t,s 宇 0，xEM, EE 万， 


Puts,x,E)=| Po,r,dyPs,y,E) (7.4.1) ， 
nm 


(7.4.1) 式 叫 作 Chapman-Kolmogorov 方程 。 
若 存 在 函数 P(t,x,y);， 民 !xM x M 一 民 }， 使 得 


P(t,x,E) = | pt.x, dy), 


称 p(t,x,y) 为 Markov 转移 密度 ， 

我 们 来 考察 Chapman-Kolmogorov 方程 。 设 P(t,x,E) 是 其间 
次 马 氏 过 程 的 转移 国 数 。 当 过 程 从 * 出 发 ， 经 时 间 间 隔 t 转移 到 
任意 点 的 小 邻 域 dy 内 的 概率 是 了 P(t,x,dy)， 而 再 从 Y 出 发 经 
人 时间 间 隔 s 转移 到 内 的 概率 ， 由 齐 次 性 可 知 是 P(s,y,8)。 于 
是 由 马 氏 过 程 的 无 后 效 性 可 知 从 x 出 发 经 时 间 间 隔 t+ s 转 移 到 E 
内 ， 而 于 中 间 时 刻 土 时 要 经 过 点 的 小 区 域 dy 的 概率 是 P(t,x，, 
dy)Pls,y,E)。 由 于 过 程 在 中 间 时 刻 t 可 能 转移 到 中 的 任何 区 
域 dy， 因 此 时 间 间 隔 上 +s 中 由 x 转移 到 证 内 概率 ， 应 当 是 P(t ,x， 
dy)P(s,y,E) 关 于 一 切 可 能 dy 求 积 分 。 所 以 Markov 函 数 满足 C-K 
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方程 ， 反 映 了 Markov 过 程 的 无 后 效 性 。 

记 Cu(M) 为 M 上 一 致 连续 的 有 界 函 数 空 间 。 在 一 致 模 1*f| = 
sup{flua(z) 1 xEM} 下 ，Co(CM) 是 一 个 Banach 空 间 。 在 CoCM) 上 
定义 算 子 半 群 。 


CT (8) u) (x) =| u(PP ,x,dy), (7.4.2) 
a 


定义 7.4.2 一 个 Markov 转移 函数 P(ti,x,E) 称 为 是 一 个 
.Feller 函数 ， 是 指 如 果 
TuECoM), Yit20 
对 每 一 个 VE Co CM) 成 立 。 
定义 7.4.5 设 P(,x,E) 是 Markov 转移 函数 ，B(x,e) 表 示 
MM 中 以 x 为 中 心 ，。 为 半径 的 球 。 如 果 
lim Plt,x,B(X,E))=1 (7.4.3) 


对 于 一 切 xE M，s 二 0 成 立 ， 就 称 P(i,x,E) 是 随机 连续 的 。 如 果 
极限 (7.4.3) 式 关于 MM 中 x 一 致 成 立 ， 就 称 P(t,x,E) 是 一 致 随机 
连续 的 。 

定理 7.4.4 车 忆 (tx, 王 ) 是 一 个 一 致 随机 连续 的 Feller 函 数 ， 
则 { 荆 (D， t 守 0} 是 Co CM) 上 的 一 个 强 连 续 的 压缩 半 群 . 

证 明 ”出 转移 函数 定义 中 的 条 件 (3) 立 得 了 (0) =1， 而 由 条 件 - 
(1) 


IT Duden = sup|| Po, ducw | 
EM Na ' 


<lulsap| P (t,x,dy) 
SEN 


三 lall, 
推出 T(t) 是 压缩 的 。 由 C-K 方程 (7.4.1)， 
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(T(E + 8)u) (xX) = | P(t+s, xX,dy) uy) 
MM 
=| | ,Posx, ds) Pes,z,dy) u(y) 
MIJN 


=| P(t,x,dz) (T (s)u) (2) 
i 


= (T(ET(s)u) (x), 


即 得 半 群 性 质 
TG+s)=T()T(s), 


最 后 验证 强 连 续 性 。 设 ue Co(M)， 则 


1 人 24 一 2 = sup | P(t,x,dy) [u(y) — u(x)] | 
“EM a 


sup | PU,x,dy) Lu(y) ~ u(x)] | 
“EM 吾 (3， 6) b 
+2l|ulsup PO,x,dy)。 
EM 


MN\NB(x, 6) 


对 于 任 给 es 之 0， 选 取 5 汪 0 使 得 
[u(y) -ux) | VrEM,yEBx,0)s 


固定 5 这 0， 再 取 7 汪 0 足 够 小 ， 以 致 当 te (0,7) 有 时 


E 
sup PO,*, M\BCx,0)) SpuT: 


便 得 到 
IT Ou -ul 0<t<n. 
:定理 获 证 。 
例 设 放 =R', 令 
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区 一 2 
PO,x,E) = 二 动人 (- ja >0, 

XCX), t=0, 
这 是 一 个 Markov 转 移 函 数 。 它 所 对 应 的 随机 过 程 称 为 4 维 Brown 
运动 。 容 易 证 明 它 是 一 致 随机 过 续 的 Feller 函数， 所 以 它 在 
Cu( 及 7 上 生成 强 连 续 压 缩 半 群 。 这 个 半 群 已 经 在 $2 的 例 7.2.3 
中 讨论 过 了 。 不 过 在 例 7.2.3 中 空间 CCR") 不 包括 常 值 函数 .。 
如 果 将 此 定义 拓 充 一 维 ， 把 常 值 函 数 也 包括 进去 ， 就 与 本 节 定 义 
的 空间 一 至 了, 例 7.2.3 中 关于 生成 元 的 结论 在 本 节 所 考 卡 的 空 
间 上 也 成 立 。 记 此 半 和 群生 成 元 为 4，、 由 例 7,2.,3 的 注 ， 可 知 

D(A) = {uE CR') 1AvE C0( 有 "7 


4 如 = 瑟 Au。 
命题 7.4.5” 设 {TT() 1i 宇 0} 是 由 一 个 一 致 随机 连续 的 Feller 


函数 所 构造 的 CCM) 上 的 半 群 ， 它 的 无 穷 小 生成 元 为 4， 则 
(1》 对 于 每 个 14>0，vE Co(M)， 方 程 


(7.4.4) 


Au— Ausv 
在 D(4) 上 有 解 ， 
《2》 如 果 uE DCA)，u(x0) 宇 u(xX)，YxE M， 那 么 
CAu) (x0) <0; 


(3) 1E D(A), 而 且 A1=0. 
证 明 (1》 由 Hille-Yosida 定理 必要 性 推 得 。 
(2)》 由 于 uvE DCA)， 以 及 4x0) 之 uC*)， 


CAW (x0) = lim PCs x0, dD) Lu ~ u(x0) TS0. 
(3》 在 上 列 极限 中 取 vx = 1， 由 于 TCD1= 1， 即 得 A1=0。 命 
题 得 证 ， 
由 定理 7.4.4， 一 个 一 致 随机 连续 的 Feller 函数 在 Co(M) 上 
构造 出 一 个 强 连 续 压 缩 算 子 半 群 ， 我 们 将 称 此 算 子 半 群 的 生成 元 
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为 该 Feller 函数 的 生成 元 。 命 题 7.4.5 讨论 了 Feller 函数 的 生成 
元 的 性 质 。 于 是 我 们 要 间 ，CoCM) 上 什么 样 的 算 子 是 某 个 一 致 随 
机 连续 Feller 函数 的 无 穷 小 生成 元 ? 

定理 7.4.6 设 M 是 紧 度 量 空 间 ，C(CM) 是 M 上 全 体 连 续 函 
数 ，A4 是 CC(M) 上 闭 秽 定 线性 算 子 ，4A 是 M 上 某 个 随机 连续 Feller 
函数 的 无 穷 小 生成 元 必要 充分 条 件 是 

(1) 对 于 每 一 个 4 二 0， 任 意 vE CCM)，、 方 程 

Au— Au=1 
在 DC(4) 中 有 和 解 ， | 
(2) 如 果 uE D(A)， 而且 u(x) 之 uCx)，YxEM， 则 
(AW (xo) <0; 

(3) 1E D(A)， 而 且 41=0。 

证 明 MM 是 紧 度 量 空间 ， 所 以 CCM) = CoCM)， 而 且 随 机 述 
续 等 价 于 一 致 随机 连续 ， 必要 性 已 在 命题 7.4.5 中 证 明 ， 故 只 须 
证 明 充 分 性 。 

由 条 件 (1)? 知 

(4-AD(A)=CM), Yh>0, 
由 条 件 (2)， 如 果 u(x) 守 0，Y xE 要， 则 

AU(X0) — CAU) (Yo AuUCX0) = Amaxu (x)。 

故 

max[ (A— A)u(x) |]>Amaxu (Xx), 
如 果 xz) 委 0，YxEM， 则 用 - 2) 代入 上 式 得 

min[ (4% — A)u(x) |<Aminu (x), 
如 果 u(x) 变 号 ， 则 u(xo) 0， 重复 上 面 的 讨论 仍 有 


max[ (4— A)ux) | 守 >A4maxu (x), (7.4.5) 
再 用 一 u(x) 代 类 4， 可 得 - 
min[ (4 — A)u(Cx) ]<Aminv (x), (7.4.6) 
总 之 
[A~ AulAlul, . (7.4.7) 
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联合 (1)， 由 Hille-Yosiaa 定理 知 4 是 C(M) 上 一 个 强 连续 压缩 算 
子 半 群 {(i)，i 实 0} 的 生成 元 。 

下 面 将 通过 半 群 {GQ) |t 汪 0} 构 造 Markov 转移 函数 ， 并 且 证 
明 随 机 连续 性 ，。 

令 C.CM) = {ueECCM) ux) 之 0}。 如果 u# CiCM)， 由 关 
系 式 (7.4.6) 知 (4- 4)uEeC:CM) , 故 当 (1- 42u=DECrCM) 时 ， 
uEC,(CM)， 即 得 RC,(M)CC,(M)。 

令 T,(D =etai， 其 中 Bi =M2Ri -4， 则 TDC1CM) 性 


C,(M) .由 弛 1, 当 ->co 时 了 人 9 一 -7T( 的 。 所 以 有 


TOC, MCTC, CM). (7.4.8) 
由 Riesz 表示 定理 得 
(T (2) 1) (x) -| u(y Pl.x.dy), (7.4.9) 
a 


其 中 PG,x,*) 是 M 的 Borel 集 族 .多 上 的 测 度 。 由 (7.4.8) 得 到 ， 
VEE 多 ,P(t,*x,E) 之 0， 由 半 群 压缩 性 得 到 PC,x,E) 志 1。 允 由 
条 件 (3) 


t 
Tw1-1=| T(s)Alds = 0, 
0 


得 到 了 PC,x,M) =1， 故 PGx,) 是 (M,. 罗 ) 上 的 概率 测度 。 由 于 
T(0) = 可知 P(0,x,B) =xs(x)。 为 证 明了 (i,x,E) 是 Markov 转 
移 函 数 ， 还 需 证 明了 P(t,. ,BE) 是 .多 可 测 函 数 ， 并 且 Chapman-Kol- 
mogorov 方 程 (7.4.1) 成 立 。 
令 工 表示 满足 如 下 条 件 的 M 上 函数 组 成 的 集合 ， 
(DYt>0，| GyPd,z,d) 是 关于 x 的 .2 可 测 函 数 
(2) Yt,s>0 


| Ps,x,dy)| PO,y,dz)u (sz) 
HW: 型 ， 
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-| POL+s,X,d2)uU(2), 
到 


由 {TC 1 位 0} 的 半 群 性 质 知 L 二 CCM)， 而 且 上 关于 单调 序列 的 
角 限 封闭， 即 车 unE 上， 单调 用 化 到 4 ， 则 WEL。 记 2 为 MM 中 
的 度量 ,对 于 任意 开 集 GE .BB， 取 u(x) =inf {p(x,y) [1yFG}E 
CM)， 以 及 
1 当 |71> 二 ， 
fn (7) 一 
nirl, 当 |r1< 寺 ， 
多 us(x)=jGu(xz)) + ye。 因为 fa))ECGO， 所 以 
Xa (XIEL. 
现在 考察 MM 的 子 集 族 
A= {ACMIxs EL}, 
于 是 4 二 全 体 开 集 G。4 具有 如 下 性 质 ， 
S1,S2E A, SiNNSe= YB SUSE hs 
Si,SsE A, S15, > -SElhs 
SnEA, Sn 直人 > SEA, 


由 测度 论 理论 知 ， 有 具有 如 上 性 质 的 集 族 4 当 包 含 全 体 开 集 时 必 包 
含 由 爹 体 开 集 生成 的 最 小 0 代数 。 故 A 二 多 ， 

现在 取 4(x) = ye (x)， 即 得 P4，，,E) 是 .多 可 测 的 而 且 满 足 
C-K 方 程 ， 所 以 PG,x,E) 确 是 Markov 转移 朱 数 。 

由 于 半 群 人 以;t 汪 0} 保持 CCM) 不 变 ，PQ,x,E) 显 然 是 
Feller 函数 。 最 后 证 明 转 移 函 数 是 随机 连续 的 。 对 任意 x&€ MM， 
2 二 0, 取 

u(y) = vy, M\B (x,e)) ECM)., 


令 
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了 如 u(y) 守 U(X)， 


vy(y) = 2 ， #0<u(y) u(x), 


0， 如 u(y) =0， 
于 是 0<vOWD 1, vWD) ECC(M), 而 且 v(9) =0, 当 y¢ B(x,e), 
故 


v(x) — (T(E)vV) (Xx) = 1-| PU,x,dy)v(Y) 
aM 


宇 1~- P(t,x,B(X,e)) >0, 
令 t->0 + , 即 得 
lim P(t,x,B(x,E))=1, 


定理 得 证 。 
例 考虑 M=S:， 平 面 上 的 单位 圆周 ， 于 是 
C(S') = {u(0) |u 是 周期 为 3r 的 连续 明 数 }。 


了 


d? 
A=a(0) gs +b(0) 55， 


‘7.4.10) 


其 中 a) 二 0,4a(9) ,a (0),b(0),b’(90)EC(S1),， 设 
D(A)={uE€EC(S) |u’ ,ue€EC(S!))}, (7.,4.11) 

则 A 是 随机 连续 Feller 函数 的 生成 元 。 

事实 上 ， 显然 有 1ED(4)，41=0。 设 xD(4)，2(0) 在 
96 达到 极 大 值 ， 则 2 (900 = 0， 妈 (0 委 0， 故 

(Au) (00) = Gao)27 (00) 0, 

所 以 定理 7.4.6 的 条 件 (2) , (3) 满 足 。 而 条 件 (1) 由 常 微分 方程 理 
论 得 到 ， 

4.2 扩散 过 程 转 黎 画 数 

下 面 来 讨论 扩散 过 程 。 这 是 一 类 重要 的 Markov 过 程 。 这 类 
过 程 之 所 以 重要 ， 是 因为 它 给 出 统计 力学 中 扩散 现象 的 精确 描 

218 


述 。 讨 论 扩 散 过 程 可 用 不 同方 法 ， 有 纯 概 率 方法 ， 有 纯 分 析 的 方 
法 。 每 种 方法 都 有 各 自 特 色 ， 也 有 各 自 的 局 限 性 ， 它们 互 为 补 
充 ， 从 不 同 的 角度 揭示 扩散 过 程 的 实质 。 我 们 这 儿 用 分 析 方 法 讨 
论 ， 这 种 方法 与 算 子 半 群 理论 以 及 偏 微分 方程 理论 有 密切 关系 。 

定义 7.4.7” 设 P(x,B) 是 状态 空间 (及 ",. 侈 " ,dxz) 上 的 Mar- 
kov 转 移 函 数 ， 其 中 ,多 "是 7 维 Borel c- 代 数 ，dx 是 nn 维 Lebesgue 
测度 ， 车 转移 函数 汉 足 ， 对 二 Ye 二 0， 


(1) lim Tsup Pli,x, B(x,e)°) =0, (7.4.12) 
it“0+ EE 


(2) im 了 Px,dy) =bC0， (7.4.13) 


2:=0+ + 


(3) lim 1 (yx By -xP t,x, dy) =a(x), 


1s>0+ t JyeBtr, ese; 
(7.4.14) 

其 中 BCx.e)={yER"IlIy-x|1<e},B(x,e)"=RR"\B(x,z)。 自 
然 5 (xX) = {5b;(x) 3] = 工人 是 并 维 矢 量 国 数 ,a(Z) = (ij(X)) xs 
是 了 国 数 矩 阵 ， 又 车 对 每 一 个 x， 和 阵 a(x) 是 正定 的 ， 则 称 P(t， 
x, 忆 是 寺 维 扩散 过 程 转移 函数 。 

先 对 这 些 条 件 作 些 解释 .设想 质点 在 R" 中 作 随 机 和 运动， 其 
转移 国 数 遭 循 定 义 7.4.7 中 的 诸 条 件 。 

1” 根 据 条 件 (1)， 转 移 函 数 一 致 随机 连续 。 它 的 概率 意义 
是 ， 从 任意 的 位 置 x 出 发 的 质点 ， 在 时 间 间 隔 之 后 跑 出 x 的 & 
邻 域 的 概率 比 i 是 更 高 阶 的 无 穷 小 。 由 于 e 二 0 任意 ， 这 表明 质点 
在 很 短 时 间 内 不 能 得 到 很 大 位 移 。 

2” 在 条 件 (1) 下， 易 证 条 件 (2) 与 (3) 中 的 极限 不 依赖 于 s。 

3”5b(X) 的 概率 意义 是 质点 在 * 处 的 平均 速 壮 ; a(x) 则 与 质 
点 在 x 处 的 平均 动能 成 正比 . 

根据 这 种 概率 诠释 ，a(x) 称 为 扩散 系数 ，b(x) 称 为 迁移 系 
数 。 
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例 考 虞 及 "中 Markov 转移 函数 


17 一 x|? La t 
， t>0 
Plt,x,E) = a | exp( 2402 y 9 


XE CX) > t=0, 
(7.4.15) 
则 它 是 扩散 过 程 的 转移 函数 ， 相应 的 扩散 系数 矩阵 a(x) = 031， 
迁移 系数 5(x) =0。 由 式 (7.4.4) 所 确定 的 7 维 Brown 运 动 是 扩散 
系数 阵 为 1， 迁 移 系 数 为 0 的 扩散 过 程 。 
定理 7.4,8 ” 设 扩 散 过 程 转 移 隐 数 了 (i,x,E) 有 密度 函数 P(t， 
x,y)， 又 设 偏 微 商 


9p (t,x,y) 0p (t,x ,y) 
OX; ? OX;i0Xj 


存在 而 且 关 于 t,x,y 连续 ， 则 Pp (t,x,y) 满 足下 列 方程 


， 1<i,j<n (7.4.16) 


ap 人 tx 人 _1 < 92p (t,x,y) 
en A Qj CX)— 
a 2 之 11 CX) EE 


+ > b, iD 生生。 (7.4.17) 


这 个 方程 称 为 Kolmogorov 后 退 方程 。 
证 明 ”对 任意 6>>0,s>0， 


译 [P+6,x,y) — p(t,xX,y)] 


= 计 |.. pO,X,2) [p(t,2,y) — P(t,x,y) dz 


= + {s, 


n=#|,,,,,. Pp(6,%X,2) LP(t, 2,y) -pli,x,y) ds 


1.= 志 | plE,xX,2) Lp, 2,Y) — pt, X,Y) dz 
8 


~.1 s spr 
-| D6,x,2) Dy (Xi1— x1) a 


t=1 


+ 寺村 | D(5 xz) > (gi— Xs) (2i1— Xx) 
ss—1|<s 


$937 =1 


9D(t, X,Y) 2 . 
a +0(s?) 《Taylor 展 式 ) 。 


令 8 一 0, 再 令 s0, 即 得 


orp(t,x,y) _1 1 02p t,x, Y) 
ot = 于 之 Qi(%) 37;5xX7 


is J=1 


= p(t,X, 
+ Dy biCx) ee 2， 


t= 


车 考虑 


于 [POX -pCG-6,x,y)] 
= | spss2) Colt 09) ~ Plt— 5.9) 1 ds, 
BR 


重复 上 面 证 明 过 程 ， 可 得 (7.4.17) 式 当 左边 导数 换 成 并 后 成 立 。 


于 是 (7.4.17) 式 成 立 。 定 理 得 证 ， 
设 了 CR") 为 全 体 % 维 有 界 可 测 函数 ， 则 Markov 转换 函数 
PL,x,E) 在 B(R") 上 定义 了 算 子 半 群 


人 TDP (x) -| ,Px dy) fy), VfeEB(R'), 


(7.4.18) 
它 是 压缩 半 群 。 定 理 7.4.4 指 出 ， 当 了 (i,*,E) 是 一 致 随机 连续 的 
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Feller 函 数 时 ， 此 半 群 {T(p ;t 宇 0} 可 以 被 限制 到 38CR*) 的 子 空间 
Co(R') 上 成 为 一 个 强 连 续 算 子 半 群 。 现 在 假设 P(t,x,EB) 是 扩散 
过 程 转移 函数 并 且 是 Feller 函 数 ， 它 所 定义 的 半 群 称 为 扩散 半 群 . 
设 4 是 扩散 半 群 的 生成 元 。 

定理 7.4.9 车 4(Gx) 有 界 并 且 有 二 阶 连 续 导 数 ， 则 


(Au) (x) = 0 (983 (xX) + Sbi (x) ux), 
(7.4,19) 
证 明 ”由 生成 元 的 定义 


(Au) (x) = lim 二 | ,Luly) ~ ux) JP (i,x,dy), 
t>07+ 于 


将 u(y) 在 x 处 展 成 Taylor 级 数 ， 同 定理 7.4.8 证 明 一 样 ， 即 可 得 
等 式 (7.4.18) 。 定 理 获 证 。 
此 定理 告诉 我 们 ， 扩 散 过 程 转移 国 数 当 它 是 Feller 国 数 时 , 它 
的 生成 元 本 质 上 是 二 阶 椭圆 型 偏 微分 算 子 
D2 
9Xi9X5 


lo 9 
(x) + bi (*) 55。 (7.4.20) 


正 是 通过 微分 算 子 (7.4.20)， 联 系 着 扩散 过 程 、 算 子 半 群 理论 以 
及 抛物 型 偏 微 分 方程 


ou(t,x) _ 1 92u (t,x) ou (t,x) 
a = Bi) xd ?Obit a 


(7.4.21) 
的 理论 ， 
扩散 过 程 的 中 心 问 题 是 当 给 定 了 一 组 函数 {a1;(x)} 和 
{bi; (xX)}), 是 否 存 在 唯一 的 以 {4ii(X)}) 为 扩散 系数 和 {2; (x) } 为 迁移 
系数 的 扩散 转移 汞 数 了 GQ,x,E)。 关 于 这 个 问题 ,我 们 介绍 下 列 的 
-结果 。 
定理 7.4.10 设 {aii(xz) ,tbi(%)} 满 足以 下 条 件 ; 
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(1) {aii(x) } 是 严格 一 致 糊 圆 型 的 ， 即 存在 常数 0 一 和 < 和 ar 
使 得 下 列 不 等 式 
mle Da OLA |? 
对 于 一 切 (2, 呈 ,b)ERR' 在 xER" 上 成 立 ; 
(2) |bi(¥)|EM, VDVYXER 
(3) Lipschitz 连续 。 即 存在 常数 w>0,C<co， 
laij(x) — ayy) [CIx- y|", 
{bi (x) — bi (WD I<CIx-y|", 
对 一 切 X,yE 及 "成立 。 
那么 必 唯 一 存在 满足 下 列 性 质 的 函数 p(t,x,y): 
《1》P(,X,y) 适合 Kolmogoroy 后 退 方程 (7.4,17)3 
(2) 对 于 任意 uE Co(R") 


1,7=1,2,°,n 


lim| ,p(X, uly) dy = u(r)s 
R 


1 0+ 


(3)〉 当 it 汪 0，Pp (t,x,y) 关 于 1,x,y 连续 ; 
(4) p(t,x,y) 之 0， [nl dy = 
R 


(5) 对 于 一 切 s, 上 全 0,7x,yE 腿 *， 


P(t+S,X,Y) = [psx, a nds ,2, de 


(6) lim pli,x,y)dy=0, Ye>0s 


tO0+J [#8—7 [>8 


(7) YUECo(R')， 消 数 
ult, XxX) = | plsx utdy 
是 碧 物 型 方程 
3ut,x) - yg,, du (t,x) au (t,x) 
3 2 Sai CX) 5377 + Db, (XxX) 一 
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lim 2 人,X) = U(X) 


#70+ 


的 解 。 当 上 > 0 时， 方程 中 出 现 的 各 阶 偏 导数 均 是 有 界 连续 的 。 
定理 的 证 明 可 参考 Friedman “Partial Differential Equations 
-of Parabolie Type” 1964。 


如 果 取 P(t,*,y) 为 转移 概率 密度 ， 即 从 
POsx.B) = | plsr, nay 


为 转移 函数 ， 则 它 是 一 致 随机 连续 的 Feller 函数 而 且 还 是 扩散 过 
程 转移 国 数 ， 以 {aiy (2) } 为 扩散 系数 ， 以 {21(X)} 为 迁移 系数 。 


35 散射 理论 


5.1 波 算 子 

假设 入 是 可 分 Hilbert 空 间 ，4 ,8 是 多 上 的 自 伴 算 子 ，4 和 有 
分 别 产 生 上 的 单 参数 强 连 续 西 算 子 群 U(t) =e'41 与 V(t)=e'"'* 
考虑 多 上 单 参数 西 算 子 族 


W(t) =U(- OV (7.5.1) 


一 般 说 来 它们 不 构成 算 子 群 。 W () 可 用 于 描述 量子 力学 系 
统 的 运动 ， 也 可 用 于 描述 双 曲 型 波动 方程 所 刻 划 的 光波 、 声 波 运 
动 。 设 有 一 个 以 多 为 相 空 间 的 系统 ， 其 运动 轨道 是 "( 抱 ， 该 系统 
初始 时 刻 的 状态 与 时 刻 的 状态 通过 算 子 族 V 9 联系 ， 7 人 ， 
v(0)tv(t)。 为 了 刻 划 这 个 系统 的 运动 ， 我 们 往往 将 它 与 寡 上 另 
一 个 较为 简单 的 系统 进行 比较 。 令 u(t) 表 示 此 较为 简单 系统 的 运 
动 轨道 ， 而 算 子 族 U (4) 刻 划 了 这 个 运动 :0 GD :0 GO。 假 


u(t), 当 t~+%， 


| U_(t)， 当 t~-o0， 


lim |G 一 22 人 51 =0。 
如 果 将 初 值 记 成 
v0) = Xx, uC0) = xX,, 
运用 算 子 记号 ， 上 式 改 写成 
lim [VODx- Ux,N=0, 


因为 UGQ) 是 西 算 子 ， 上 式 又 等 价 于 
lm [Wx -x,|=0, 


其 中 W(t =UC-bDY OD 是 由 (7.5.D 式 所 定义 的 。 
令 
W,=s- lim WO), (7.5.2) 
4 一 土 c 


则 
W,x= XxX,。 
定义 7.5.1 ”如果 强 极限 (7.5.2) 在 和 上 存在 ， 就 称 算 子 Ws， 
为 波 算 子 。 并 且 称 
S= WriW. (7.5.3) 
为 散射 算 子 。 
波 算 子 与 散射 算 子 是 散射 理论 里 的 基本 是。 波 算 子 的 存在 性 
是 一 个 基本 问题 。 当 然 只 有 在 相当 强 的 限制 下 ， 强 极限 (7.5.2) 
才 会 存在 ， 显 然 只 有 当 自 伴 算 子 4 与 自 伴 算 子 中 在 某 种 意义 下 相 
差 不 太 大 时 ， 波 算 子 (7.5.2) 才 会 有 定义 ， 所 以 波 算 子 W ,的 存在 
性 在 本 质 上 属于 扰动 理论 。 当 W ,是 西 算 子 时 ，S 自动 为 丁 算 子 ， 
但 是 矿 * 未 必 是 西 算 子 。 可 以 证 明 ， 当 波 算 子 不 :存在 时 ， 它 们 是 
等 距 的 ， 因 此 当 且 仅 当 W., 有 相同 值 域 时 ， 散 射 算 子 是 西 算 子 。 
在 物理 应 用 上 ， 要 求 $ 是 西 算 子 。 因 而 S 是 否 为 西 算 子 是 另 一 个 
重要 问题 。 此 问题 等 价 于 波 算 子 克 .是否 有 相同 的 值 域 。 
例 7.5.2 设 铭 = 天 (ct+c)，4= 一 坊 ，B= 一 二 + 
VCx)， 其 中 V(X) 是 上 L' 可 积 的 。 在 适当 定义 域 上 4 和 8 为 多 的 自 
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伴 算 子 。 由 4 产生 的 西 算 子 群 V (ty =e 4 是 平移 群 
(U (Du XY = u(x + 
( 见 例 7,2,1)。 设 W。 是 乘积 算 子 
CW Ou Cx) = ea x), 
其 中 
ro =| VD dy, 
0 


HB)- -i=Wi'Ch -AIW,., 
再 由 Laplace 逆 变 换 ， 得 到 
V C2) = WiU (9 不，。 
所 以 
(VU) Cx) =e f(tVeik tux +1), 
这 样 得 到 WY 0G) 是 乘积 算 子 
W (2) = eiN(s)—ik(s—2) 


和 
if vonay 
=€e 3 一 


于 是 波 算 子 及 散射 算 子 均 是 乘积 算 子 ， 它 们 是 


EF 
i _ Vivdy 
9? 


W,=e 


+ 
—if veydy 

一 对 

一 e » 


W- 


十 oo 
-i vivay 
0 -~ 


S=W*W._= 


《7.5.4》 


(7.5.5) 


(7.5.6) 


(7.5.7) 
(7.5.8) 


(7.5.9) 


命题 7.5.3 (1)》 若 波 算 子 Wi 或 W- 存 在 ， 则 它 是 等 距 的 ; 


《2)》 设 忆 是 多 中 笛 集 ， 如 果 极 限 
limW ct)x 


对 于 每 一 个 x*E D 在 在 ， 则 极限 在 整个 宏 上 存在 。 
(3》W ,或 W -是 酉 算 子 ， 必 须 且 仪 须 
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:— lim V(tUG) 


站 一 土 co 
在 多 上 存在 | 
证 明 (1 和 (2) 是 显然 的 ， 只 证 (3)。 设 你 ,是 酉 算 子 ， 于 是 
对 每 一 个 JE 这 ,Wy=1lim UC 了 DV (Dy 存在 由 于 
(y,V -UGxX) = UCDVY, xX) 
>(W.,y,x) = (y,W*x) ， 当 上 一 co 时 。 
故 w-limVC(-DUCDx= Wx, 因为 limlVC-DUCDx) =1xl. 
所 以 
s—-limVC-AUCG) =W* 
后 一 co 
在 条 上 成 立 。 反 之 ， 当 s-1limyY(-b7 GD 在 多 上 存在 时 ， 同 理 
可 得 w-limL(C- 切 六 CD)， 又 有 模 收 全 limlU -DV CDy|l = |yl, 
因此 s -limU(-DVCOD 在 上 成 立 ， 类 似 地 可 得 不 -是 西 算 子 的 
必要 充分 条 件 是 s- limV(-DUCD， 证 毕 
记 
Wi4i—W4(A,B)=s— lime-it4Aeit3, (7.5.10) 


t= 寺 %o 


它 明 显 表 出 波 算 子 与 自 伴 算 子 A ,8 的 关系 。 
定理 7.5.4 设 4,B,C 是 自 伴 算 子 ， 则 


(1) W., CA,B)W, B,C) =W.,(A,C), (7.5.11) 

此 式 意 义 是 当 等 号 左边 算 子 有 意义 上 时， 右边 算 子 也 有 意义 ， 而 且 
相等 。 类 似 地 有 

W-_(A,B)W_(B,C) = W._(A,C). (7.5.12) 


(2) 假如 WW (8,4) 存 在 ， 则 W;(4,B) 是 西 算 子 ， 而且 此 
两 算 子 互 逆 。 

(3) AW14(A,B) =W1(A,B)B, (7.5,13) 
此 式 意 义 是 当 等 号 两 边 的 算 子 有 相同 定义 域 时 ， 两 算 子 相等 。 

证 明 (1), (2) 是 显然 的 ， 只 须 证 (3) 。 因 为 
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etr4e-i446i4B oili—r)Aoili ?71286574 


令 i1>+co， 有 ~ 
eir4AW, (A,B) =Wi(A,B)e'rs, 
对 7 求 微 商 ， 再 取 7 = 0， 推 得 
AWi (A,B) =W.,(A,B)B. 
定理 得 证 。 
下 面 给 出 波 算 子 存 在 性 的 一 个 判定 定理 。 
定理 7.5.5 (Cook) 设 A,B 是 自 伴 算 子 ，D 是 多 中 一 个 黎 
集 ， 对 每 一 个 ueD， 存 在 实数 s， 使 得 当 t3 时 ，e''?uE 
D(A) 由 D4B)，(B -A4)ei'3u 关 于 红 连续， 而 且 
{1B- Aeriouldt<o0, (7.5.14) 


则 下 (4,B) 在 整个 空间 多 上 存在 ， 
证 明 营 uEDD， 
FW (us Se-itdettau) 
=ie-it4(B— A)eiBy, 


Wadu- Wou=:| ors4(B— A)e' ud, 


i2 


因为 le-i' 赴 =1， 故 有 
IW Du -Wayule | IB- Aert nulds, 
ty 


令 二 ,tz 一， 由 于 1(B 一 4A)ei'sull 在 (s,c2) 上 可 积 ， 推 得 
Lim W (Du=W, .A,B)u 


to 


存在 。 由 于 D 是 多 中 笛 集 ， 根 据 命题 7.5.3 中 (2) ， 上 述 极限 在 整 
个 多 上 存在 。 定 理 获 证 . 
例 7.5.6 令 P=DR’,), B=A, A=A+V(x), 势 函 数 
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Ve PP。 在 适当 的 定义 域 上 4 与 8 是 的 自 华 算 子 。 西 算 子 群 
V (4) =e's! 是 通过 解 Cauchy 问题 ; 
| SD By (r,t), 
v (x,0) = f(x), 
得 到 
(eiB1f) (x) = (x,t), 
.对 于 B=A， 由 Fourier 变换 ， 容 易 解 得 


1 .于 
pd) = mi] We Te dy, 


现在 假定 je L'(R*)， 于 是 有 估计 
jf 
(4nt) 3 . 
根据 已 知 条 件 势 函数 了 是 [2 可 积 的 ， 所 以 有 
IB— A)e'' sfl= 1Y vx, 2)) 
<lV lmaxlv(x,d) | 


Iv(x,) |< 


<<Ct-372， Vt, 
C 是 与 1 无 关 的 常数 ， 条 件 (7.5.14) 满 足 。 因 为 人 在 居中 
稠密 ， 引 用 Cook 定理 知 波 函 数 W.(4,8) 存 在 ， 
注 改变 Cook 定理 中 的 条 件 成 ， 当 1s 了 时，、e''?u€ (4) 
ND(B)，( 上 Aye''34 关 于 连续 ， 而且 


[ 1(B— A)e'' “uldi<o0, (7.5.15) 


则 波 算 子 W_(4,B) 存 在 。 

对 于 例 7.5.6 中 的 4,8， 波 算 子 W_(4,8B) 存 在 ， 

5.2 广义 波 工 子 

假如 W ;或 W -是 西 算 子 ，‘7.5.13) 式 表明 4 和 B 是 西 等 价 
和 的， 从 而 4 和 8 有 相同 的 谱 集 。 即 使 波 算 子 W ,或 W- 不 是 西 算 
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子 ,8 的 点 谱 也 是 A 的 点 谱 且 本 征 函数 相同 .事实 上 , 设 XE cp(B)， 
Bu=hu， 4 天 0， 则 WG)u=e7' 44w，。 对 于 任意 实数 "r， 当 
t~> 十 GO 《或 -00)， 
IWG+rru— Wo)ul = le i tu — ul->0, 

得 到 ei-2u=u， 故 Au= U4， 从 而 4E0p(4)。 一 般 来 说 ,对 
于 两 个 自 伴 算 子 A 和 88， 不 太 可 能 0r(8)Cos(4)， 除 非 8 没 有 
点 谱 。 所 以 我 们 不 应 当期 待 强 极 限 〈7.5.2) 式 在 全 空间 多 上 成 
立 。 比 较 合 理 的 假设 是 此 极限 在 多 的 某 个 子 空间 上 存在 . 为 此 我 
们 给 出 下 列 自 伴 算 子 绝对 连续 子 空间 概念 。 

定义 7.5.7 设 4 是 Hilbert 空间 儿 上 的 自 伴 算 子 ，{Ex54E 
民 由 是 它 的 谱 族 。 对 于 每 个 4E 多 ， 


ma(S) = 1ECS) ul = | dB 1) 
Ss 


是 尽 ' 上 的 非 负 有 限 测 府 ， 其 中 5 是 直线 上 的 Lebesgue 可 测 集 。 
如 果 mn, 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 ， 则 称 4 为 关于 4 的 绝对 连 
续 元 素 ， 全 体 关 于 4 的 绝对 连续 元 素 的 集合 称 为 4 的 绝对 连续 子 
空间 ， 记 作 罗 oo(4)。 如 果 测 度 m, 关于 Lebesgue 测 度 奇异 ， 则 
称 4 为 关于 4 的 奇异 元 素 ， 全 体 关 于 和 4 的 奇异 元 素 的 集合 称 为 4 
的 奇异 子 空间 ， 记 作 罗 44) ， 

命题 7.5.8 多 oe(4)， 光 54) 是 多 的 闭 线 性 子 空 间 ， 而 县 
多 ao(4) LY A), 

N= YaclA)DY lA). (7.5.16) 

证 明 任 取 WE Bac(A) ，vEB5s(A)。 VE Ps(A) > I 
Borel 零 测 集 So，my(S)=my(SN 站 S50) 寺 > (UU-E(S0))v=0。 因 
此 

(uv) = Cu,E(S0)v) = (E(S0)u,v) =0。 

另 一 方面 ， 对 每 一 个 wE 多 ， 可 分 解 测度 mw (S) =m’(S)+ 

m”(S)， 使 得 mm (S) 是 绝对 连续 测度 ，m7(S) 是 奇异 测度 。 于 是 
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-存在 Borel 零 测 集 So，m*(S) =fmn*(S 站 SO)。 令 


y=E(SO)Ww, UU=w-y, 


-如 
EC v= ES ES) w= my (SN So) 
=m”(S (So0) =m’” (5), 
IECSyul:= |E(S) (~ ES w= |ECS\So) wl’ 
=mw(S\S0) = mw (5) — mw lS So) 
=mw(S) —m’(S) =m’ (S), 
.因此 


VE WEA), UE 和 so(4)。 
由 os(4) 荆 和 5(4) 及 镶 oc(4) 四 8s(4) = 多 ,证 明了 条 (4) 
及 多 s(4) 均 为 多 的 闭 线性 子 空 间 。 命 题 获 证 . 
我 们 记 居 5(4) 为 全 体 自 伴 算 子 的 本 征 元 素 集 合 ， 称 为 4 的 
不 连续 子 空间 。 它 在 多 中 的 正 交 补 空间 多 。(4) 称 为 4 的 连续 子 空 
间 。 显 然 有 Yoc(A)CP% (4) 。 令 铬 so(4) = 多 4) 四 oo(4)， 
称 为 上 的 连续 奇异 子 空 间 ， 多 se (4) 是 多 se (4) 在 空间 多 。(4) 中 
,的 正 交 补 。 于 是 多 有 如 下 分 解 
= Hac A) DH se A) DH A) 
= YA) PDH.A) 
= Hac A) PDH:(A), (7.5.17) 
子 空间 PYp (4)，oc(4) 和 尖 ,e(4) 都 是 A 的 不 变 子 空间 
定义 7.5.9 设 4 和 如 是 自 伴 算 子 。 记 Pue(B) 为 知 到 也 的 绝 
对 连续 子 空间 多 。。.(3) 上 的 投影 算 子 。 如 果 强 极限 
W414(A,B)=s— lim eis4teiBip,.(B) (7.5.18) 


ti% 


在 史上 存在 ， 则 称 W,(4,8B) 为 广义 波 算 子 . 
注 ] 如 果 广 义 波 算 子 W(4,B) 存 在 ， 记 
,=Ran(W.,), PY-=Ran(W,), (7.5.19) 
则 环 :是 从 多 。 (DB) 到 多 + 的 酉 算 子 ， 且 对 任意 实数 >* 有 
eiA WiA,B) = WA, Byes", 《7.5.20) 
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由 (7.5.20) 式 可 知 多 :+ 是 e 4" 的 不 变 子 空间 ， 而 且 
Wi[D (B)JCD (A), (7.5.21) 
AW14(A,B) =W.(A,B)B, (7.5.22) 
故 关 :是 算 子 4 的 不 变 子 空间 ， 由 (7.5.22) 式 知 41% 与 Blw ,on 
是 本 等 价 的 。 因 此 多 + 所 和 se(4) 。 
记 Pue(4) 为 名 到 多 oo(4) 的 投影 算 子 ，P 为 必 到 这 :的 投 
影 算 子 ， 于 是 P+CPuee(4) 。 从 而 
W,=WiPae(B)= PW,=Po (AWi, (7.5.23) 


洲 2 车 广义 波 算 子 Wi4i(4,B) 存 在 ，W,.(8,C) 存在 ， 则 

W.(4,C) 存 在 ， 且 有 下 列 锁 链 法 则 
WA,B)W, (B,C) =W, (A,cC)., (7.5.24) 

事实 上 ， 由 广义 波 算 子 性 质 RanW (B,C)C Ran Poe(B)， 

VuE 
Lim He ~— Pae(B))eT eitoP,e(C)u)=0. 
由 恒等式 
e-ila4erit0P (Cu 
=e itAetiiBp .(B)e- itsetisopP (Cu 
te™itAetisa(l — PelB))eT itDeoitoP, (Cu, 

当 t-> + 0 时 即 得 (7.5.24) 式 。 

定义 7.5.10 设 广义 波 算 子 W,.(4A,8) 存 在 ， 如 时 

,= Y= Hach), (7.5.25) 

就 称 W , (4 ,8) 是 完全 的 。 

根据 定义 ， 当 广义 婆 算 子 WW; (4,8B8) 是 完全 时 ， 它 们 是 空间 
Yoc(B) 到 空间 Y。c(4) 上 的 西 算 子 ,不 难得 到 共 轿 算 子 Wi (4， 
妃 ) 则 是 多 ee(4) 到 多 。(B) 的 西 算 子 。 也 就 是 说 

Wi (A,B)W,(A,B) = P,c(B), (7.5,26) 
W,(A,B)W:(A,B) = Pc(A), (7.,5.27) 
定理 7.5.11 设 广义 波 算 子 WW,(4,8) 存在 ， 则 它 是 完全 的 
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` 必 要 充分 条 件 是 广义 波 算 子 不 : (8 ,4) 存 在 。 

证 明 假设 W,(4,B),W..(8,4) 都 存在 ， 由 锁链 公式 
(7,5.24), Poe(A) =W,(A,A)=W,(A,B)W,(B,A), 所 以 

Ran (PelA)) CRan(W, (A,B)) = Pi, 

而 由 注 1 知 Ran(W:)C 和 sc(4)， 于 是 得 多 := 多 ooe(C4)， 故 广 
义 波 算 子 WW,(4 .8) 是 完全 的 。 

反之 ， 设 WW, (4A,B) 存 在 而 且 是 完全 的 。 任 取 WE Yac (4A4)， 
Ive NP ， 使 得 u=W.,(4,B)v。 由 


lim je se:t4Po.(B)v -ul|=0 


[ 

得 
lim le™'’‘sei*4u— Pe lB)v) = 
( 一 十 co 

即 


W,(B,A)u= P,.(B)v. 
同 理 可 得 WW.(8,4) 的 存在 性 。 定理 得 证 。 
波 算 子 的 Cook 存在 性 定理 可 以 毫 无 困难 地 推广 到 广义 波 算 
子 情形 。 这 就 是 
定理 7.5.12 (Cook) 次 4 .8 是 自 伴 算 子 ,集合 DCD(B) 
站 多。e(CB)， 并 且 在 (四 中 秽 ， 设 对 于 每 一 个 uE D， 存 在 正 
数 s ， 使 得 当 | 让 写 s 时 ，e'*s4E D(A4)， 而 且 


[a (B- Aye''oul +)B— Aye-' sul]dteo0, 


(7.5.28) 
则 W.(4.8B) 存 在 ， 
定理 证 明 留 给 作者 。 我 们 指出 当 8 是 常 系数 偏 微 分 算 子 或 者 
伪 微 分 算 子 ， 它 与 相对 简单 的 动力 学 系统 相 联 系 ， 此 时 可 运用 
Cook 定理 的 方法 证 明 WW (4A,B) 的 存在 性 。 
下 面 介 绍 关 于 广义 波 算 子 的 存在 性 和 完全 性 的 Kato-Birman 
理论 。 运 用 Cook 方法 ， 关 和 键 在 于 控制 (BA)e'?ul。 在 KKato 
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理论 中 要 考虑 BB- 4 是 所 谓 的 迹 类 算 子 的 情形 。 在 Birman 理论 
中 则 考虑 予 解 算 子 的 差 (B +D-- (4+D- 是 迹 类 算 子 的 情形 ， 
为 了 说 明 这 个 理论 ， 考 虑 非常 特殊 情形 。 设 -4 是 秩 为 1 的 算 
子 ， 即 存在 单位 元 素 ” ， 使 得 (B- 4)u= (u,v。 为 了 运用 Cook 
方法 证 明 丈 。(4,B) 存在， 就 要 考 虚 使 得 (e''34,v) EL'( 民 ) 的 那 
些 元 4。 因 为 4E 多 ooe(B)， 故 存在 国 数 / ， 几 乎 处 处 非 负 ， 使 
得 d(E;u,4)=f(4)d4。 下面 的 引 理 中 将 看 到 存在 gEL(R， 
fd4)， 使 得 4(E,4,v) = g (4)1(4)d4。 因 此 


erou,t) = {er gf da. 
R 


所 以 (e''3u,v) 是 w2rgr 的 道 Fourier 变换 。 一 般 来 说 要 Fourier 
变换 属于 上! 较 难 ， 但 是 属于 L? 要 容易 得 多 。 因 此 我 们 来 考虑 使 
得 (e''?4,0) EL2( 民 ) 的 那些 元 4 。 从 而 引出 下 列 的 定义 ， 
定义 7.5.135 设 8 是 自 伴 算 子 ，{E;; <4<co} 是 它 的 
谱 族 , 令 
MB)={uE HIIfEL* RD) ,dEu,u) =f (Wd ae. 上 。 


(7.5.29) 
易 知 9i(B) 在 多 (DB) 中 稠 。 当 vsE9i(5) 时 ， 记 
Null = FI:. (7.5.30) 
引 理 7.5.14 对 于 任意 uEM(B), vE€E PP， 
[dest Ledar Null 7.5.31) 


证 明 令 忆 为 多 到 由 及 妃 生 成 的 循环 子 空 间 上 的 投影 算 子 ， 
设 Ga(CE:u,U) = 了 0)d4。 考 谍 映 射 MP 一 天 (有 fa4)， 它 由 
M.uml 以 及 Bar 所 确定 .M 是 了 多 到 天 (及 ,1d4) 的 丁 算 子 。 
设 M ,Pvisn (4)。 则 


Cortsu,s) = Cort nu, pv) =| CAF CA er rda, 
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由 Plancherel 定理 
| leeeaumba =2[ [oChy 12f? CA dN 
nl R1. 


<2rlj-| ,1 fd 


由 于 由 zl = 47 以 及 
Nw pda= lev 


即 得 不 等 式 (7.5.31) 。 引 理 得 证 。 
引 理 7.5.15 对 于 任意 xE 多 。e (DB)， 4 lime us=0， 如 
果 C 是 紧 算 子 ， 还 有 
lim |Ce' ‘sul = 0。 (7.5.32) 


证 明 ” 由 上 列 引 理 的 证 明 可 知 9fED，f32E 严 ， 从 而 全 了 
EL!, 出 于 (ei'5u,v) 是 上 上 的 Fourier 赣 变 换 ， 由 Riemann- 
Lebesgue 定理 ， 即 知 ww 一 lim e''su=0。3 引 理 获 证 。 


在 可 分 Hilbert 空间 多 上 ， 任 取 一 组 标准 正 迹 基 {eo}， 设 4 
是 多 上 正 有 界 算 子 ， 令 


trA= >) (4en,en)。 (7.5.33) 


容易 证 明 tr4 与 基 的 选取 无 关 , 称 为 4 的 迹 . 有 界 算 子 T 当 tr|TT| 
<co 时 , 称 T 为 迹 类 算 子 或 简称 为 迹 算 子 , 这 里 | 了 | = (Ta。 
迹 算 子 全 体 记 作 上 uu, (PS)。 在 第 八 章 $ 2， 我 们 要 专门 讨论 迹 算 
子 的 理论 。 在 此 我 们 仅 指 出 ， 对 于 任意 迹 算 子 ， 必 对 应 一 列 正 数 
{机}， 当 给 定 一 组 标准 正 交 基 {en}， 必 存在 男 一 组 标准 正 交 基 
{fn}， 使 得 
C= Th,0n)fn. (7.5.34) 
其 中 己 1<co 称 为 C 的 迹 。 记 成 1Ci = 4%。 由 此 表示 式 可 知 C 
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是 有 穷 秩 算 子 的 极限 ， 故 必 是 紧 算 子 。 
定理 7.5.16 (Pearson) 设 4,B 是 自 伴 算 子 ， 7/ 是 有 界 算 
子 。 设 算 子 C 在 下 式 意 义 下 有 C=/JB-AJ， VYv€ED(4), u€ 
DB). 
(Cu,v) = (JBu,v) - (Ju, Av), (7.5.35) 


车 C 是 迹 算 子 ， 则 
W,(A,B;J) =s— lim eit4Jeii3Pse(B) (7.5.36) 


存在 。 站 
证 明 记 W()=e-it4Jeits。 由 于 M(B) 在 Ze(B) 中 称 。 
故 只 要 证 明 V ueE M(B8)， 


,lim joW oe) -Ws)) ul =0, (7.5.37) 


由 于 
[We ~ Weos) al? = (W*) (W(t) — WS)) u,v) 
+ (W*(s) (W (s) = W ()) 4,4), 
《7.5.38) | 
所 以 要 证 明 
lim CW#*(t) (W(t) —- W(s))u,u =0。 


以 下 分 三 步 作 估 计 ， 
C1》 首先 有 


WO) —Wis) =i| e'sCetr dr. (7.5.39) 


事实 上 ，V2ED(4)，vE YY， 
(ICr)2 0) = (7eirateir40) ， 


EOW (ud) =1(JBeirBu,eir4ay) —i(JeirBu,ei*4AAy) 


=i(e™i"4CeirBy,y), 
两 边关 于 7 从 s 到 上 积分 ， 即 得 等 式 (7.5.39) 。 
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由 引 理 7,5.15， 对 于 固定 的 i,s， 


lim e138W* (8) (W (2) — Wis))ersu=0, VuE mB), 


(7.5.40)， 
这 是 因为 W(t) -W(s) 是 紧 算 子 ， 
(2) 对 于 有 界 算 子 芒 ， 引 入 记号 
lcK) = {o'r ker adr, (7.5.41) ， 
! 
其 中 4 过 bp， 则 


W*()W(s) ~e “SW*()W (s)ei®s = 1 (Y(t,s)), 
1 


《7.5.42)》 
其 中 


Y(t,s) =ie™itB(C*eitt-e)af— J*oitt-e)AC)eissh, 


(7.5.43) 
事实 上 ， 记 QCb) =e-i92W*(t)W(s)eit3， 则 (7.5.41) 式 左 ; 
dQ(b 、 i 

边 是 QC0) - Q(o) = -| 一生 db。 我 们 来 求 (5) 的 微 商 , 将 且 


不 考虑 定义 域 问 题 ， 那 么 


扫 世 =ie™ib BW*(W (5s)B— BW*()W(s))e'’s 


=ie- ibB(e- :BJ*ettt~eAJBeiss 
~ ei*BBJ*eili-)AJeis)eioD 

=16™ ibB(e™i ‘BJ*ei(t—s)ACOeiss 
Ee-itaCteitt—s)AJeis a)erbD 


= -eriesy( syetta， 


于 是 可 得 (7.5,42)。 要 严格 得 到 (7.,5.42)， 就 要 考虑 定义 域 ， 此 
了 时 只 需 引 入 算 阵 元 (Q(B)w,v) = (W (s)e'r3u,W (ti)e's*3v)， 仿照 


《1) 中 证 明 关 系 式 (7 ,5,39) 的 方法 即 可 。 我 们 省 略 详细 的 证 明 ,将 
它 留 给 读者 。 
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将 (7.5.40) 与 (7.5.42) 联 合 起 来 ， 得 到 对 于 YuE€E (8) ， 
(WE)* WE) ~ WS) uu) =lim(olY t,t) — Y(t,s)) uu), 
四 (7.5.44) 
(3》 由 于 C 是 迹 算 子 ，C 有 展开 式 
C= Dh ,6n) fn. 


于 是 对 于 任意 有 界 算 子 乓 ， 有 下 列 不 等 式 估计 
[Uoale-i'BKCei®* 3)u,u) | 


Carlclyv2lKL Nu [S41 (eirSu,en) |2dr 1. 


(7.5.45) 
事实 上 ， 将 C 的 展开 式 代 入 不 等 式 左 边 ,由 Schwarz 不 等 
式 ， 


L.S.= | Ba err a, en) (evr naKfa ,dr| 
0 n 
<[S% fl (Kfn,e' tray) bar| 
n 0 
| ws 
.| S| | (erter nau, en)l?dr | 
mn 0 
<[S%[ I (Kfasetrou lar| 
» [Bf[ Corrou,enlrdr | 
1/2 
<(D rn2r ullKfal) 
co /2 
。 [S| l Corau,en) lrdr | 


< 委 C2zlcly Wulllrxl 
[Bf .1eeoeoldr| ， 
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其 中 1Cl, = Sy4。， 最 玉 第 二 个 不 等 式 用 了 引 理 7.5.14. 
联合 (7.5.38) ,(7.5.44) , (7.5.45)， 即 得 下 列 估计 
上 VD — Ws)) ul se CardCH) Wu 


oo _ 1/2 
| : | (er "au,en) lsar | 
四 Iin(tgya) 


宙 引 理 1， 可 得 如 下 估计 

上 人 的 -本 Cs)22<16xlC Wu, 
:此 外 由 引 理 7.5.14 知 >y4n| (e''5u,en) 12EL', 于 是 由 控制 收敛 
定理 ， 级 限 (7.5.37) 成立。 定理 获 证 。 

当 JB- AJ 是 迹 算 子 时 ，/1*4-B71* 也 是 迹 算 子 ， 因 此 s- 
lime-i!4Jei!#p .4(B) Ss-lim es5J1*rei4pPo(4) 同时 存在 。 于 
是 当 了 =LI 时 ,定理 7.5.11 可 以 运用 。 我 们 立刻 得 到 下 列 的 推论 。 

定理 7.5.17(Kato-Rosenblum) ” 设 4,8 是 自 伴 算 子 ，A--B 
是 迹 算 子 ， 则 WW,(4,8) 存 在 而 且 是 完全 的 。 

定理 中 4 和 8B 可 以 是 无 界 的 ， 迹 第 子 C=A-B 是 在 定理 
7.5.18 的 意义 下 理解 ， 即 YuE€E D(A), vED(B), (Cu,v) = (Au， 
由 一 (4,Bv)。 作 为 Pearson 定理 的 应 用 ， 还 有 如 下 结果 : 

定理 7,5.18 (Kuroda-Birman) ” 设 A 和 8B 是 自 伴 算 子 ,车 (i 
By- (0- 4) 是 迹 算 子 ， 则 克 - (4,B) 存 在 而 且 是 完全 的 ， 

证 明 令 J=(-4)-4-B)- 则 在 (7.5.35) 意 义 下 

C=JB-AJ]= (i-B)- 1 (4—A)-! 
是 迹 算 子 。 由 Pearson 定理 7.5.16 
s— lime-i4(i— A)-1(i~ B)-!ei'sPp,.(B) 


t=2+% 


存在 ,将 算 子 作 用 到 形 如 (i 一 B)4 的 元 ， 其 中 ueEDB)， 则 
Ss— lime- -its4(i— A)-!e' ‘#8Pp,.(B) 


f+ 


存在 。 由 于 (1 一 B)-!1- (1-4)-! 是 紧 算 子 ， 由 引 理 7.5.15 
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s— lim((1—B) !— (1~A)-De'‘sPic (B=0 
d+ 


于 是 
s— lime-ii4( ~ B)-iei'‘8P,.(B) 
一 土 cc 


存在 。 再 一 次 作用 到 形 如 (:- 6)2 的 元 ， 可 推 知 W: (4,D5) 存 在 。 
由 对 称 性 知 WW. 《3,4) 也 存在 ， 从 而 是 完全 的 。 证 毕 ， 


$6 发 展 方 程 
许多 数学 物理 中 出 现 的 微分 方程 措 写 状态 随时 间 的 演化 ， 例 
如 扩散 方程 、 波 动 方 程 、Kdv 方程 、Sehr6dinger 方程 等 ,都 是 发 
展 型 的 。 
考虑 如 下 一 类 发 展 方程 


d . 
0 = Ax +f0), (7.6.1) 


其 中 f，[0,00) 或 (- 吕 ,co) 一 B 空间 居 , 4 是 ZS 上 给 定 的 闭 线性 
算 子 ， 而 X(t EC'CRi1,22) 由 C(Ri,D(A4))，D(4) 记 为 4 的 定 
义 域 。D (4) 上 带 有 图 模 |xla = |xl + 上 Axl。 

算 子 半 群 提供 了 研究 发 展 型 方程 的 有 力 工具 ， 事实 上 ， 例 如 
说 4 是 耗 散 算 子 ， 即 (0,co)Cpo(4)， 而 且 

有 =- 4) -由 <， V4>0, 
根据 Hille-Yosida 定理 ， 就 有 一 个 以 4 为 无 穷 小 生成 元 的 强 连续 
压缩 半 群 {TQ) 1t 宇 0}。 于 是 发 展 方程 (7.6.1) 联 合 初 值 条 件 
x(0) =xoE D(A) (7.6.2) 

的 解 可 以 写成 


i 
x =T x+ | T(t- Tf dr, (7.6.3) 
0 


其 中 feEC(R1i;D(A)) 或 者 C1 (R!,2)。 事实 上 ,车 /EC(R!; 
D(A4))， 由 直接 微分 (7.6.3) 式 得 
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Lx) = AT (#)xo + f(t) +| 47e- Tf (Tt) dr 


= Ax(t) 十 了 GD)5 
车 feC'R!;2)， 记 
“9O= | 7TG-D7/Dar=| TSE Dad, 
0 0 


可 见 & 人 关于 上 可 微 ， 


duct 1 
Tf 0) +| TG- nf (rdr, 


疗 
水 


友人 8) 一 个 xb = a [Te +h—-rt)f(r)dr- u(t) | 


一 -IT (t+h) — u(t)] 


Tar afdr 


-7GD， 当 h>0+ 时 。 


t 
= Ault) + 00), 


倒 7 .8.1 二 阶 抛物 型 方程 的 初 值 问题 ， 

0 X) 
= 全) Qi (X) = je 3 + 之 有 GD 这 
十 CCXZJU(OX) 十 了 (£,X), 


当 (2,x) € [0,c0) x 0, 
u (0D, x) = uo (x) 当 xE€ 9， 
| u(t,x) 1aw = 0U, 


(7.6.4) 
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其 中 0 是 RR" 中 有 界 开 区 域 ， 上 有 具有 光 消 边界 ,系数 aij (x) ,bi kx) ， 
c(x) 是 口上 有 界 连 续 实 孙 数 ,而 且 和 矩阵 (41;(x)) 满 足 强 椭圆 条 件 。 
记 


9 
4= 了 ) as ra + ba +e(x). (7.6.5) 


9xi i 


令 儿 =7Z2(5)，D(04) =C3C9)， 则 4 可 以 扩张 成 一 个 多 上 的 闭 
算 子 ， 仍 记 为 4， 此 时 定义 域 为 HH?(Q) fi 有 (2)。 由 Garding 不 
等 式 ， 存 在 常数 00 汪 0， 加 之 0， 使 得 Vu€E H?(0) 由 Hi (9)， 

Re(Au,u) >aolul? — Aoful?, 
其 中 小 由 是 五:(9) 模 。 于 是 当 4>> 和 时 

Re( (4— A)u, 1) S00lul?, 
从 而 

lA~ A)ul4 4 ul tN A) Ret ~ Au,u) 

+ C4’ — A)ul:, 
其 中 4 入 二 加 。 所 以 

CA A) ul Aul?, 
因此 (io,co)Co(4) 。 由 定理 7.1.7 知 4 是 一 个 强 连 续 算 子 半 群 
{T(t0} 的 生成 元 。 当 ua) 6E 五 (9) 站 Hi(0)，f()E 
C1([0,00) ,和 多) 时 ， 上 述 初 边 值 问题 有 解 


ut,x) = (T(t) uo) (zx) + (T (fF) (ar, 


《7.6.6) 
例 7.6,2 双 曲 型 方程 初 值 问 题 ， 
2 
At 二 0 20,xE R", 
u(0,X) = uo (7X), x€ER", 《7 .6 .77 
0 2)， xER", 
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9u (t,x) 


v(t,X) 二 at 多 


于 是 原 方程 可 写成 二 阶 向 量 方程 
(»)-(s os)*(y) 
Co) 人) 
记 B8= -A,D(B) =H?(R")。B 有 平方 根 算 子 BMD (B82) 


=Hi(R"). 3 入 
P= DBY) x L2(R"), 


(7.6.8) 


并 规定 内 积 


(Cusv> <u’ 07>) = (BL2U BI2u’) + (027)， 


于 是 多 在 此 内 积 下 为 一 再 ilbert 空间 。 又 令 


0 I 
4=(_ B 0 ) 
D(A) =D(B) xD (BY?), 
对 于 任意 的 z,z’ED(A),z= <u,v>,2’ = <u ,Vv >, 
CAz,z’) = (Cv, — Bu>, Cu’ ,wv’>) 
= (Bi/2v, Bi2u’) — (Bu,v’) 
(2,Az’) = (Cu,v>, LV’ ,~ Bu’>) 
= (Bi2u, BVv’) - (Vv,Bu’), 
所 以 
(2,A2’) = — (Az,2z’), 
即 i4 是 对 称 的 ， 再 证 :4 是 自 伴 的 ， 事 实 上 ， 由 
(4 士 iDz= 0， 
即 
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1! 士 4 = 0， 
{ 人 sn 
推 得 4=v=09， 天 2=0。 
于 是 方程 (7.6.8) 化 归 成 
dz (t) 
dt 


其 中 F(t) =<0,f(t,x)>。 因 为 14 自 伴 ， 所 以 由 Stone 定理 


= Az(t) + F(t), (7.6.9> 


z(t) -| 4FP (rr)dr， 
0 


其 中 > (0) = 2 = <uo,u1>。 
下 面 讨论 半 线 性 发 展 方程 : 


dt 


x(0) = Xo, 


dx(t 
| xX (D) = Ax(t) + f(t,x(t)), (7.6.109 


其 中 4 是 Banach 空间 多 上 闭 稠 定 算 子 ， 假 设 4 是 多 上 强 连 续 算 


子 半 群 的 生成 元 ，f (i,x) EC([0,T]x ;22)。 
方程 (7.6.10) 可 以 化 归 成 积分 方程 


i 
X(t) = T(t) xo + 站 7e- fr XT)) dt, (7.6.11》 


其 中 代 (;t 汪 0} 是 由 4 生 成 的 强 连 续 半 群 。 
车 有 xXEC(L0,T 了 TJ, 如) 适合 积分 方程 (7.6.11)， 则 称 其 为 
Segal 意义 下 的 强 义 解 。 
定理 7.6.5 设 fEC(0,7T] Xx 名 ,人 名 ) 满 足 
Nf Ct, x1) ~ F(t, Xo) lIx ~ xz， (7.6.12) 


viE€E[0,T], Xi X23€ 2 其 中 工 >0 是 一 常 数 ， 则 VY xoE 22， 方 
程 (7.6.10) 存 在 唯一 的 Segal 意义 下 的 强 义 解 。 
证 明 ”定义 映射 下，C (07 和 多) 一 C(L0T 丰 名) 如 下 
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(Fx) (t) =T x+ Ted- TT, XT)) dr, 
(7.6.13) 
其 中 te [0,TJ。 用 上 x 趾 表 记 C C50,7 攻 ,多 ) 中 的 模 ， 则 有 
IFx) -CFM Vi€E[L0,7), 
(7.6.14) 
其 中 加 是 上 的 | 在 [0,7] 上 的 上 界 ，x,yE CKD0,T], 如 )。 联合 
(7.6.13) 与 (7.6.14) 有 


LF") ~ (Pr WI SE yl, 
Vie Lo,7], 
因此 
TS -人 ms1)25c 
由 于 级 数 
(AI7 TD) 
之 /一 


是 收敛 的 ,所 以 由 Picard 序列 得 xn = F?xo 收 和 敛 到 其 个 x*E C(C0， 
T], 允 ) ,成 为 方程 (7.6.10) 的 Segal 意义 下 的 强 义 解 。 

再 证 ，Segal 意义 下 的 强 义 解 是 唯一 的 。 设 x*,y*€EC([0， 
了 ], 和 多 ) 都 是 方程 (7.6.10) 的 Segal 意义 下 的 强 义 解 , 取 同 一 初 值 。 
则 


jxs (8) = y* (| = [fire (fryxzy(r)) fr IT))) dr | 
a 


<MI| Pre -olar， ViE[0,T]， 


从 而 必 有 
X=, ViEE0,T。 


245 


定理 获 证 。 
注 设 x,y 为 在 Segal 意义 下 的 解 ， 分 别 具 有 初 值 xogyo， 则 
当 0 过 tT 时 ， 
jx 的 -yD ET Or -TH yol 
+ ITe- tf TXT)) -fry )) dr 


t£ 
<MIxo— yol + | Iz) yr) ar, 
0 


由 Gronwall 不 等 式 ， 得 到 
上 zx C0) -yD EMewr :xo — yof, 
所 以 
Ix- yl Me lxo ~ yoll, 
这 就 是 说 由 初 值 到 强 义 解 的 映射 zxoF?x 是 多 到 C(L0,7 多) 的 一 
个 Lipschitz 连续 映射 。 
设 gEC(0,TJ, 人 名) ,把 上 列 定理 证 明 中 的 改 成 


(Fx) (1) = g(t) + | Te- Df rr)) dr, 
0 


重复 定理 的 证 明 可 得 到 较 一 般 的 结论 。 
推论 7.6.4 设 {T();t 宇 0} 是 强 连续 半 群 ，f 满足 定理 7.6.3 
中 条 件 ， 则 对 于 每 个 9€ C ([0,T], 多)， 积 分 方程 


g(t) =90t) + fTea- fryr dr (7.6.15) 
.0 


存在 唯一 的 解 YE C (0,Tj,22)， 

一 般 来 说 , 定理 7.6.3 所 给 出 的 在 Segal 意义 下 的 强 义 解 只 是 
积分 方程 (7.6.11) 的 解 ， 而 不 是 发 展 方程 (7.6.10) 的 解 。 下面 给 
出 一 个 充分 条 件 ， 以 使 得 Segal 意义 下 的 强 义 解 成 为 经 典 解 。 

定理 7.6.5 设 AEcCI0,7 门 xx 多 ,5) ,那么 对 于 每 一 个 zxoE 
D (4) ,Segal 强 义 解 x 护 是 初 值 问 题 (7.6.10) 的 经 典 解 。 
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证 明 由 于 jeco,T]x 罗 和)， 它 满足 定理 7.6.3 中 的 
假设 ， 因 此 在 Segal 意义 下 的 强 义 解 存 在 。 
现在 证 明 x (1) 在 [0,TjJ 上 有 连续 微 商 。 


记 £0() =a 2 Cs) ) 。 对 于 ViE[0,T],，K()EL(2 ,2). 对 


于 ye 2， 若 记 h(i,y) =KGy， 则 h(t,y) 是 [0 站 xx 罗 到 多 的 
映射 。h(*, 奶 在 [0,T] 上 连续 ， 因 为 FP>K (是 [0,TJ 到 上 (2) 的 
连续 映射 ， 因 此 h(t,y) 关于 变 元 y 为 Lipschitz 连续 在 iE [0,T] 
上 一 致 成 立 。 

设 


J) (rs Da 


g(t) =T (tf 600,x0) + AT 人 “+ | TU- 3 
0 


则 gEC(L0, 了 TJ]; 名 )。 由 推论 7.6.4 知 ， 积 分 方程 
y(D = gb + {TOBY dr 


存在 唯一 连续 解 。 对 于 hE€ER', 0<<t+ heT, 记 
ACt,h) = fx +h) — fx) -BO CXCG+h) - x(t)), 


A sh) = Eth rt th)) fsxCtth)) —h A 


» 
则 im 于 HAiCt, 有 D1=0 在 te [0,TJ] 一 致 成 立 ，!=1,2，。 
记 
yn (=A+tD (6)) -yD), 
则 


yn (f) = [天 [7 +h x0 TE x0]— AT 的 + | 
+ 天 | 了 性-T) (Ar 人 + AolT,h)) dr 
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3 3 
+| 7c- 7) | 元 /Geszcr + 有 h)) -3 (7x07)) |ar 
1 fa 
+ [去 | Trh- fr elt) dr TIO0, x0) | 
0 


+| re- tT)B(r) yr, (rT) adr, 
当 h->0， 右 边 前 四 个 加 项 强 收敛 到 0。 所 以 
lyn 0 et + Mf yn cr Nar, 


其 中 8e(1) 一 0， 当 有 ->0，M' =maxfM，sup 1 0) 人 .由 Gronwalt 
不 等 式 0<i < 

yn C(t) ls (How 7. 
玖 limjys (下 = 0。 所 以 (9 可 求 导 ， 而 且 


dx(t 
和 =y(i), 


由 于 VEC(L0,7T 和)， 故 xECI0,T 2) 
下 面 证 明 x () 满足 发 展 方程 (7.6.,10) . 由 于 xb 连续 可 导 ， 
所 以 f(t,x(t)) €E CT0,TJj; 2), 


去 [7 Ch) xt) -xt)] 


1 1 [二 
= 天 (X(t+h) ~ x(t)) -到 | T(trh~-rt f(r,x(r)) dr, 
办 


令 h->0， 得 到 


dx C(t) 


Ax(lt) = 了 一 — f(t,x(t)), 


所 以 * (是 发 展 方程 的 经 典 解 。 定 理 证 毕 。 
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第 八 章 ”无穷 维 空间 上 的 测度 论 


函数 空间 上 测度 理论 与 积分 理论 起 因 于 随机 过 程 一 般 构 造 理 
论 的 研究 ， 早 在 上 一 世纪 ， 物 理学 家 已 经 十 分 关 心 热 现象 中 的 
Brown 运动 .为 了 从 微观 现象 的 分 析 来 解释 热 现 象 中 的 宏观 规律 ， 
物理 学 家 发 现 通 过 对 Browa 运动 轨道 的 某 种 泛 函 求 平 均 可 以 得 
到 宏观 物理 量 。 这 种 计算 长 期 以 来 一 直 被 认为 仅仅 是 物理 现象 的 
解释 ， 而 不 是 数学 演算 。 直 到 1922 年 ，Wiener 在 连续 函 数 空间 
上 构造 出 一 个 概率 测 庆 ， 关 于 这 个 测度 的 积分 恰恰 就 是 对 Brown 
运动 轨道 的 活 函 的 平均 ， 于 是 Wiener 成 功 地 给 物理 学 家 的 形式 计 
算 赋 以 了 严格 的 数学 基础 。 这 个 测度 以 后 被 命名 为 Wiener 测度 ， 
3rown 运动 是 一 类 特殊 的 随机 过 程 ，Wiener 的 工作 开创 了 随机 过 
程 的 构造 理论 。 几 十 年 来 ， 构 造 理论 已 成 为 概率 论 中 一 门 完整 理 
论 。 而 随机 过 程 的 构造 往往 都 归结 到 某 个 函数 空间 上 测度 的 存在 
性 ， 因 此 孙 数 空间 上 测度 理论 和 积分 理论 也 伴随 着 获得 深入 的 研 
究 和 发 展 . 

肘 数 空间 上 测度 论 和 积分 理论 与 微分 方程 理论 有 着 密切 的 关 
系 ， 这 方面 的 首创 工作 属于 人 ac， 他 在 1949 年 运用 Wiener 积分 
首次 给 出 方程 

Ur = Urr + UU 
的 初 值 问题 解 的 解析 表达 式 ， 其 中 ?是 已 知 势 函数 。 从 而 揭示 了 
二 阶 抛物 型 方程 与 函数 空间 上 积分 之 间 的 内 在 关系 。 需 要 指出 ， 
Kac 工作 之 前 ， 物 理学 家 Feynman 已 将 路 径 积 分 方法 (一 种 类 似 
于 函数 空 间 上 的 积分 》 引入 量 子 力学 中 ， 并 用 这 种 积分 给 出 


Schr6dinger 方程 的 解 ， 所 以 上 述 微分 方程 的 Wiener 积分 解 被 称 
为 Feynman-Kac 公式 。 
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无 穷 维 函 数 空间 上 的 测度 论 和 积分 论 早 已 成 为 一 门 内 容 丰 富 
的 系统 理论 ， 本 章 只 介绍 最 初步 的 一 些 内 容 。 我 们 将 引入 Banach 
空间 C[0,T] 上 的 Wiener 测度 和 Wiener 积分 ， 给 出 Feynman- 
Kac 公式 。 我 们 将 讨论 可 分 Hilbert 空间 上 测度 的 存在 性 ,研究 测 
度 的 Fourier 变 换 . 我 们 还 将 讨论 Hilbert 空 间 上 Gauss 测 度 的 性 质 . 


$1 CL0,T] 空 间 上 的 Wiener 测度 


本 节 介 绍 CL[0,TJ 空 间 上 Wiener 测度 的 定义 ,Wiener 测度 的 
性 质 ， 给 出 一 些 Wiener 积分 的 例子 ， 并 且 运 用 Wiener 积分 给 出 
抛物 型 偏 微分 方程 初 值 问题 解 的 Feynman-Kac 公式 。 

1.1 CL0,T7T] 空 间 上 Wiener 测度 和 Wiener 积分 

记 

Cw Lo,T= {xE CLO, TIx(0) =0)， 
则 Cw [50,T] 在 极 大 模 1xj =max{|x( 引 110<t<T} 下 是 可 分 
Banach 空间 。 记 .多 为 C oo [0,TJ 空间 上 的 Borel 域 ， 它 由 全体 
Borel 集 组 成 。 对 于 给 定 和 的 0 一 五 << 名 二 < 如 委 了，7 维 Borel 集 
ECR"， 我 们 称 下 列 的 集合 


T= {xEC oo COT I XE) ,Xba) ,oo Xt)) EE} 
(8.1.1) 

为 Co[0,7] 的 一 个 柱 集 。 对 于 不 同 的 正 整数 ”， 不 同 的 =” 维 
Borel 集 BE， 以 及 0< 而 过 之 < 之 人 了 了 ， 得 到 Co [0, 玉 中 不 同 
的 柱 集 。C to [50,7] 中 一 切 柱 集 构成 的 集合 用 多 表示 ， 易 见 多 是 
一 个 代数 ,但 不 是 0- 代 数 , 记 由 .多 所 生成 的 最 小 0- 代 数 为 0 (. 罗 ) . 

命题 8.1.1 5 (. 罗 ) = 多. 

证 明 显然 有 c (多 ) 己 多。 反之 ， 由 于 
{x€EC ww £0,TII xI<1)} 


= {xeC w [oTIl 1x() SL 1 [27T]), 


月 一 】 
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其 中 [2*TJ] 表 示 2"T 的 最 大 整数 部 分 , 可 知 闭 单位 球 在 5 (多 ) 内， 
于 是 由 可 分 性 得 o (多 ) 二 多。 命题 得 证 ， 
定义 8.1.2 设 I 是 形 如 (8.1.1) 式 的 柱 集 ， 令 


1 
(Qn"Il -sd 六 


n 


i 2 9 
x | exp -5 | TI aw, (8.1.2) 
j=] j=] 


tj— tj- 


其 中 规定 加 =0,x = 0。 

容易 验证 ，W 是 定义 在 代数 多 上 的 有 限 测度 ， 即 当 攻 和 了 
为 二 个 柱 集 ， 攻 N11,= 名 时 ， 有 We(IiU1,) = W (1) + Wu(l,), 
并 且 W(Co[0, 了 Tj) =1, 我 们 所 要 构造 的 Wiener 测 度 将 是 由 (8.1.2) 
式 定义 的 多 上 有 限 可 加 测度 W 在 多 上 的 拓 张 在 没有 拓 张 之 前 ， 
先 来 计算 两 个 简单 的 柱 集 的 测度 。 

例 8.1.5 设 0<tT， 对 于 闭 区 间 [a,b]， 按 上 述 定义 
| e-25d1。 
这 说 明 Cio,[0,T] 上 有 界线 性 泛 函 1 (x) =x(t) 是 按 正 态 分布 的 ， 
分 布 的 均值 为 零 ， 方 差 是 上 。 

例 8.1.4 设 0<s<t<7, EE={(x,D)E Ra<y- xb), 
于 是 按 上 述 定义 

人 (fxla<x(b) — x(s) <b}) 
=W(O{x| CX) ,x1)) EE}) 


- 1 _ 1/ Wu)? 
or ad sy 中 3 + = )]auav 
和 作 变 量 赫 换 4 一 v= 工 ， v=T。， 则 有 
W {x|lax(t) — XCs) Eb}) 


W({x|la<x(t) bb)) = 
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- +r “ -9 ri )}a 
re i | 2 站 二 1 


1 4 T2 
=- -la 
| 2 人 一 3) 7 


这 说 明 Clo[0,7] 上 有 界线 性 兴国 fx) = x0) -x(3) 也 是 撑 正 态 
分 布 的 ， 其 均值 为 零 ， 方 差 是 i- s。 

本 节 的 主要 定理 是 (8.1.2) 式 所 定义 的 多 上 的 集 函 数 W 具 有 
完 尔 可 加 性 ， 妈 车 {1a}ssi 性 多， 门 1;= 名 ， 当 1 于 m 有 时， 就 
有 六 (U1 一 ZW(1s), 测度 拓 张 定理 告诉 我 们 ， 定 义 在 代数 多 
上 的 有 限 可 加 测度 ， 如 果 县 有 完全 可 加 性 ， 它 可 以 唯一 地 扩张 成 
为 0( 多 ) 上 的 测度 。 于 是 由 (8.1.2) 式 定义 的 测度 在 Cio[50, 了 的 
Borel 域 多 上 有 唯一 的 拓 张 ， 拓 张 后 的 测度 将 称 为 Wiener 测度 ， 
仍 记 作 环 。 下 面 将 证 明 死 的 完全 可 加 性 。 

不 妨 设 卫 = 1, 即 在 Cio)L0;1] 空 间 上 考虑 W 的 拓 张 。 我 们 先 
证 明 几 个 引 理 ， 

记 S 为 全 体 二 进 制 有 理 数 . 

引 理 8.1.5 设 ao>>0，r>>0， 如 果 xECeof0,1]， 满 足下 列 


条 件 
“区 so 人 (起 ) ， 


Vk=1,2,.",2", Yn=1,2,°, 那么 对 于 任意 的 st,s:ES， 就 
有 


1 


I¥(s) -x*(s2) | S24 5 


|s ~ ss|"。 


证 明 不 炉 设 s <s*，Fsiyss] 和 [0,1]。 注 意 到 任意 的 sES 


均 可 以 唯一 地 表 成 入 ， 其 中 是 奇数 ， 我 们 容易 验证 存在 唯一 的 
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sc S， 满 足 sssh<ss，% 的 表达 式 点 的 分 母 具有 最 小 次 方 智 4- 
如 果 so 夭 s:， 就 有 


-1 1 1 
So— S$1 7 gn + ns 十 we 十 有， mm hy 


如 果 so 六 5。， 就 有 


1 1 1 
DT tast "tars Mh ny, 


S82 一 80 = 


考虑 下 列 区 间 


记 p= min(m, ,n1), 4 = max(m; ,nx), 于 是 
g 1 
IxCs) -xCs2)1<20 了 (去 ) 
k= 


< (去 ) < 2 (ssDr。 


1-2°"\2) ~1~2 
引 理 获 证 。 
引入 记号 
(8.1.3) 
ee) -| >) } 
(8.1.4) 


253 


k=1,2,2"。 于 是 由 引 理 8.1.5， 当 5= 和 区 -时 


oo 2” 
HOWE (NN Ui,n) (8.1.5) 


n=0 k=1 


其 中 (7 ns) 是 Cio,[50,1J 中 集合 Ten 的 余 集 。 
引 理 8.1.6 设 c>0， 0<r< 二 已 给 定 ， 1€E 多 ,而 且 IC 


"Cb)*， 其 中 b= 了 9-， 则 


lim W (1) =0。 


G0 


证 明 由 关系 式 (8.1.5) 式 ， 
IC U Uj Is, 


n=.0 RR—1 
o 2 细 


WDE DW 


A 二 RR 一 1 


由 例 8.1.4 知 


2 


1s, ya) 一 |). ex 一 ”人 
[orn 二 (二 2.1 
. 2" 
-区 :er 到 dr 
1 了 一 再 二 
TS) 


dz 


因此 


2 ] on Cr-$) 01 一 29) | 
wos <2 72 $e-3 。 | 
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wD<5/2! g(t 拉 e- 守 2" -2 


n=-o0 


由 不 等 式 2! 之 记 y(y 之 0)， 我 们 立即 得 到 下 面 的 估计 ， 
WD</E Da De 


= 12 到- 2CDeso-] 
rx a 


所 以 
lim W (I) =0。 

定理 8.1.7 W 在 多 上 是 完全 可 加 测度 。 

证 明 只 要 证 明和 如果 {14} 是 多 中 单调 下 降 列 , 而 且 门 Ix 
= 2g， 那么 lim W(1,) = 0。 

设 

7 = Tn Ct ,oo ,6 Er) 
={x| x) ,ee, KH) E ECR’:} 
首先 选取 闭 集 Gn 己 E,， 使 得 


Wa,—K SD 2 


22+I9 


其 中 K,= 7 的 的 Go)。 设 


L, = 门 Ke gs, 
j=1 


则 LEKCls, WU =WOD) +WOU -Lo), 由 于 TL, 
Ua -KDEU -KD, 故 对 于 所 及 
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Was -lL 2<D 27 本 


矿 CTo) 福 二 + 玖 (ro)。 


现在 我 们 来 证 明 ，3m， 使 得 当 7n 宇 mo 时 WL,)<e/2。 记 
5=24/(1-2-")， 其 中 0<r< 池 ,由 引 理 8,1,6， 当 4 足够 大 ， 


只 要 ICH" (5)*， 襄 有 WOU)<e/2。 于 是 ， 只 需 证 明 3 mn。6， 使 得 
当 nn 大 mw 时 
M,=Lnf\H' (0)= 2, 


注意 到 {Mj} 是 单调 下 降 的 ， 门 Mr = 2 ， 如果 对 于 所 有 的 


人 ，M， 光 请， 选取 XnE Ms。 因为 XnEHD"(D)， 消 数列 {Xn} > 
是 等 度 连 续 的 ， 而 且 {xw} :> 一致 有 和 界 ， 这 是 因为 |xn C2) |bt"， 
Vi。 根据 Arezela-Ascoli 定理 ，{x%} 在 Cio)[50,1J 中 列 紧 ， 可 抽 
出 收 和 敛 子 序列 .不 妨 设 {*w} 自 身 就 是 收 敏 的 , 设 xxo。 显 然 xeE 
媚 " (0 六。 任意 固定 2 ， 则 xmE M%，、Y 人 tn 宇 n。 由 于 MM 是 紧 集 ， 


所 以 xoc M，。。 从 而 me 站 这 与 站 Ma = 好 了 矛盾. 因此, 存 


在 no ， 使 得 M， = 2， 于 是 当 n> 时 M， = 都 成 立 , 定理 
得 证 。 

定义 8.1.8 由 (8.1.2) 式 定义 的 .多 上 的 测度 在 多 上 的 唯一 
拓 张 称 为 Cio,[0,Tj 空 间 上 的 Wiener 测度 。Co[50, 了 空间 上 关 
于 Wiener 测度 的 积分 叫 作 Wiener 积分 。 仍 用 W 表 示 Wiener 测 
度 。 设 /是 CoL0， 《空间 上 “ ~ 可 积 泛 函 ， 它 关于 Wicner 测度 
的 积分 记 成 
" EI) ，，7comwcao。 (8.1.6) 


oroy [0， 


以 上 讨论 的 空间 CiwL0,TI 上 的 Wiener 测度 W 还 可 以 看 作 
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为 空间 C[0,T] 上 的 概率 测度 。 事 实 上 ， 对 于 任意 C[0,T] 上 的 
Borel 集 4， 老 令 
yA)EWANGC, 0,TY), 《8.1.7) 

则 他 是 CL0.TI] 上 的 概率 测度 。 

由 于 屯 (4)=W({xE AIx(0) =0}))， 显 然 Co[0,7] 是 佬 
的 支 集 ， 

supp 仔 = CL0,T], 

并 且 你 在 C50,Tj 上 的 限制 是 Wiener 测 襄 处 。 因此 这 两 个 不 
同 空 间 上 的 测度 本 质 上 是 同一 个 测度 。 故 可 以 用 同一 个 记号 表示 
而 不 会 引起 混 洪 。 以 后 我 们 统一 用 WW 来 表示 ， 

同样 可 以 定义 C[0,7TI] 上 关于 Wiener 测 度 人 的 积分 。 设 大 
是 CL0,TJ 上 W- 可 积 泛 芳 ， 它 关于 WW 的 积分 仍 用 Er[ 有 表示 ， 
即 


a » mC 下 (dx) ” 
此 时 ， 显 然 有 


| fx W dx) -| fx Weedx), 
CO Tl 


Ootos 孕 ， 
设 ER!， 对 于 每 一 个 XE CL[L0, 了 J， 作 变换 
Tx) t=xD +8, 0<i<7 了 7， 
7 是 C[0,73] 到 自身 的 平移 变换 。 对 于 测度 让，7 诱导 出 空间 
C[0,T] 上 另 一 个 测度 ， 记 作 W;， 它 是 这 样 定义 的 : 
WCA)AEW (Ts A) 
=W({x|T sxE A}), (8.1.8) 
其 中 4 是 C50,T] 上 任意 的 Borel 集 。 
记 Ce [0,7T1= {xECCO,TI|xXC0) = 2£}, 则 Ts, CL0, TH. 
一 Ce[L0,TJ， 并 且 
-supp W, = Co[0,T]， 
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Wi(A)= We ({xE AlxCO0) =8)), 
我 们 称 W, 为 空间 CL0,TJ 上 从 出 发 的 Wiener 测度 ,显然 W。 


=W， 并 且 
Ewef[f]= EYCfOT exz)]。 (8.1.9) 


下 面 给 出 几 个 Wiener 积分 的 简单 例子 。 
例 8.1.9 设 /是 及 :上 可 测 函 数 ， 则 由 例 8.1.3 可 得 


+o- #2 
ErLf CCD = | /eid 1>0, (8.1.10) 


当 右 边 积分 有 意义 时 。 
由 例 8.1.4 可 得 
例 8.1.10 Ew[Lx(t) -x(s)]=0, 


十 oo 


EWL (XCt) — XCs))?] =- ards) 


2 
Tr?e-31s-rTdr 


oo 


= |t 一 3|。 (8.1.11) 
例 8.1.1] Brrx(bDx(s)]=min(t,s) 。 《8.1.12) 
证 明 由 (8.1.8) 式 ， 直 接 计算 可 得 
Ew[x(t)2]=1, Vi, 
展开 (8.1.11) 式 的 左 端 ， 可 得 
Ew[x(t)?] — 2E*[x(t) x(Cs) ] + EL[x(s)2] = |t- sl, 
于 是 有 
Er[x(iDx(s)]= (+s- |t~-s|)/2=min(t,s), 
例 8.1.12 设 9ERR!， 则 由 (8.1.9) 式 可 得 
Ewfe'os.s)] =e-#to°, (8.1.13) 


下 面 我 们 讨论 Wiener 测度 的 性 质 以 及 一些 Wiener 积分 运 
算 . 令 7 二 0， | 
3a 使 得 ，Vs,t€ [0,7] 


|xCt) — x(s) |Salt-s|’ 上 (8.1.14) 


CrC0,7] = {xe Cro, 7]| 
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CTC,73 表示 次 H6lder 连续 函数 的 全 体 
定理 8.1.13 WW 为 CI0.7T] 上 Wiener 测度 ， 则 有 


(1 当 0<r<< 去 时 ， 


了 (Cr[0,T]) = 4 


(2) 当 r>> 去 时 ， 


W(C*TO,T]) =0。 
证 明 不妨 取 开 =1。 当 0<r 过 7。 时 ， 显 然 有 
CsCC*1ICC, 


Cr = LH") = UH, 


da>0 
其 中 an>0, tn 人 So 。 
(1) 当 0<r< 玛 时 ， 由 引 理 8.1.6 的 证 明知 
lim 克 (Ba =0。 


Le 


是 由 (8.1.14) 式 
WeCr) =lim WH’ (ar)) = 1。 


nop 


9 
7) <( 0 < 人 (六 
k=1,2,.,2° 


最 然 有 H* (TT 设 0 委 S sl f1Cx) = X(t,) - 
x(51)，fa(X) =x(to) 一 x(s2)， 则 用 例 8.1.4 的 方法 可 证 明 


《2) 记 


fs,» =1xECLO,1 所 


EY ({xla<fi(x) <b, of (x) Ed}) 
= EC({xla<fi (x) bE™ {x|eef Ed)}), 
: 这 说 明 有 界线 性 泛 函 1, 与 :是 独立 的 , 同 理 有 界线 性 泛 甘 
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全 co -xz( 玉 )-x( 9 Rs 也 是 互相 独立 的 ; 于 


是 由 例 8.1.4， 当 r> 立时 ， 


W (s,s) -fa jx( 吉 )- x 1)|<a( 去 )]) 


= sxp| 2 [in/2a 一 nr 一 二 )m 2|}. 


雪 此 lmWCs,,)=0。 改 WH"'(a))=0。 由 (8.1.14) 式 , 即 得 
WC") =0。 定 理 得 证 。 
1.2 Donsker 演 汤 和 DonsKker-Lions 定理 
对 于 任意 的 aE RR!， 用 64.(d 引 表示 及 : 上 概率 集中 于 {a } 点 
的 概率 测度 ， 即 对 于 任意 一 维 Borel 可 测 函 数 7 
| e8648) = fo， (8.1.15) 
国定 经 (0,Tj， 对 于 任意 的 及 ! 上 Borel 可 测 集 8， [={xE 
C0,TJIx(Ci EB} 是 一 个 柱 集 。 显 然 54.41,(B) 是 C50,TJ 空 间 上 
这 个 柱 集 1 的 特征 函数 。 故 B87[6s44)(B)J 有 意义 ， 而 且 Ew[6s4， 
Cd2)] 是 民 ! 上 的 概率 测度 。 事 实 上 ， 由 例 8.1.3 
Er[8,.1,(B)]= oi|,e -Hau, 


二 此 ，E™[6,.,,(d2)j 关 于 Lebesgue 测度 绝对 连续， 其 Radon- 
Nikodym 导数 
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dEw[é6, 1)C . )J 一 上 52 3 
一 一 全 7 (8.1.16) 


并 且 ， 当 上 是 一 维 Borel 可 测 函 数 时 ， 由 Fubini 定理 及 例 8.1.9， 
有 


| EnC8s Cd) = ErLf CC) 
1 sa 
= | 1 arr 27dz， 


只 要 最 后 一 个 积分 有 意义 。 
汉 ”如 果 我 们 把 6(4a- 引 看 成 概率 测度 5。Cd2) 的 密度 函数 并 
引入 记号 


0 (xX) =6x(D) -E), VxECLO,T],. (8.1.17) 


5，， (%) 可 以 看 成 连续 函数 空间 CL0,T] 上 的 泛 函 ， 称 作 Donske 
泛 函 。 尽 管 6,,。 (Xx) 没有 确切 定义 ， 但 是 由 (8.1.16) 式 ， 令 


Ew[6,,s 0) RE" »)]。 (8,1.18) 


于 是 EB”[6,,。(x)] 作 为 整体 是 有 意义 的 。 
Donsker 教授 最 初 将 6:* (2) 形 式 地 定义 成 


十 oo 
5 (= 去 ersts tedp, (8.1.19) 


一 o 


EHLO，e (I= 吉 | et Er Le dn 


+eco oo 于 

= 去 er | erer3rdrjdl 
_wo ont | 

= 去 | e-iss ee dp 
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2 
= on (8.1.20) 


以 上 计算 是 形式 的 ， 但 是 我 们 将 B87[6,,。 (x)]J 作 为 一 个 整体 ， 定 
义 成 Ez[6.o(Cde)] 的 密度 函数 ， 赋 于 了 等 式 (8.1.20) 严 格 的 意 
义 。 

引 理 8.1.14 设 0<tT，G(Cx) 为 C[0,T] 上 Wiener 可 积 国 
数 ， 则 Er"FCCx)56。 de] 是 只: 上 关于 Lebesgue 测度 绝 对 连续 
的 全 有 限 广义 测度 。 而 且 对 于 任意 的 及! 上 Borel 可 测 国 数 /， 
等 式 


1 全 7@pErccoseoaae9] = EfCx GX) (8.1.21) 


在 下 述 意 义 下 相等 ， 如 果 两 个 积分 中 任意 一 个 存在 ， 则 另 一 个 也 
存在 ， 并 且 二 者 相等 。 

证 明 设 8 为 一 维 Borel 可 测 和 集 ， 则 6s4 (B) 为 柱 集 [= 
{x|z(t) EB8} 的 特征 函数 。 所 以 EY[G (x)6s (8B)J 有 意义 ， 而 
且 

Ev[LIG (x)6s co (B) 门 SETTICC) 1]。 
如 果 8 是 零 测 集 ， 则 W(xIxC)€EB}) =0， 从 而 
EwLG (x)6s to (B)1=0. 


这 就 证 明了 EYLG (x) 8z db (45) ] 是 关于 Lebesgue 测度 绝对 连续 
的 及 ' 上 全 有 限 广义 测度 ，。 

为 证 明 (8.1.21) 式 ， 不 妨 设 G(X) 是非 负 的 。 如 果 / 是 Borel 
可 测 集 的 特征 函数 , 则 (8.1.21) 是 恒等式 。 所 以 了 是 简单 函数 时 ， 
(8.1.21) 式 成 立 。 一般 情形 下 ， 令 {fs 为 收敛 到 了 的 一 个 简单 函 
数 的 增 序列 ， 取 极限 即 得 引 理 的 后 一 半 结 论 。 

同 引 理 8.1.14 前 的 注 一 样 ， 我 们 规定 


Ew[64., s (x)G (x) ] = dee" LC (x) os ct (。)]。 (8.1.22) 


引 理 8.1.15 设 0<s< 二 了， 设 CGO0) 是 Wiener 可 积 函 数 ， 
而 且 CCx) 只 与 函数 * 在 [0,s] 上 的 值 有 关 ， 则 
Ew[L6:, o (X)G (x) ] 


= Br[5，。，，(z)]EzFi。 , (x)G (x)Jdn. (8.1.23) 


证 明 由 例 8.1.4， 对 于 任意 有 界 Borel 可 测 函 数 f ， 


[rpsse -sw (db)] 
= EwLf x(t) ~— x(s))] 
十 oo 1 [ 
一 一 = 21 一 3 d 
[ee 
所 以 
2 
© 3204 一 31 


d 1 
-一 已 FT . = 
de [ T(t) -2 (3) 《 )J 有 9 


= Ew[o4-s, s(x) |。 (8.1.24) 
在 (8.1.23) 式 两 边 都 乘 上 f(#)， 再 从 -co 积 到 +co。 于 是 


1.s. = | 8 Ens,, (x)G (x) Jag 
= EwCf (x (t)) Gx) 1 
.由 Fubini 定理 ，(8.1.24) 式 以 及 GC*) 与 4() -x(s) 的 独立 性 ， 
.= (fro, 0 6) 7 (ag) 
x EwH6,, , (Xx)G (x) dn 
=[ (Ere $00 + made) 
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x Ew[d,, , (XxX)G(x) Jdn 
= [mr (X(t) ~ XCs) 二 从] 
x EwTS,, , CX)G (x) Jdn 
=[ Er,. y CXIf XC — XCs) + DG) Tdn 


= EwEf Cx GX) ]。 


所 以 1.s. =r.s 。 击 /的 任意 性 ， 即 得 等 式 (8.1.23) 式 。 引 理 
获 证 。 

现在 我 们 可 以 证 明 下 列 关于 抛物 型 偏 徽 分 方程 基本 解 的 
Donsker-Lions 定理 。 

定理 8.1.16 设 了 GD) 是 阴 : 上 下 有 界 实 值 可 积 销 数 ， 则 


0 人 = 可 | ce or | (8.1.25) 
是 下 列 偏 微分 方程 


Ot 2 7 
u(0,8) = 60), 
lim u(t,£)=0 
= . 


ue) _ 1 ult,£) VO ut E), 
《8,1.267 


的 解 。 
证 明 由 人 恒等式 


? 
~—| visa)) 4 ~ 人 vis(s) 
8 育 (a “=1-| Vexcr))e- to {wt{ )4sdr 
0 


可 得 
u(t,£) = Ew[é,, s CX) 


-| Ew|V CrCr)e rn eC dr, 
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根据 引 理 8.1.15， 引 理 8.1.14 以 及 引 理 8.1.13， 
Er [Vcr))o for em, :0) | 


= 人 srrs -9 Cx)] 


x Br| 8， COYCe(D)e lo me |an 


十 ec 1 _1 -7) 
-| - @ 32305577 
-= 9n ts) 


x Be"| 9. OV eC)e oan 


2 
e 2(#—T) 


| 
[VarG-s 


x Vrcr))e Jo" "ne | 


三 VO -1 -总 
二 7 一 下 
-= Vode 


TF 
-f Viwis)ds 
0 


x Ew|s +, 9 (xX)e 


上 


(8 9) 
=[- VD pape = 3 Tut, dn, 
所 以 
u(t, = 6e-2F 
CB 
pa VD uCr, 7) > e 2068-77d1 


去 二 7》 ” 
这 个 积分 方程 与 微分 方程 (8.1 .26) 等 价 。 定 理 证 毕 。 
推论 8.1.17 令 
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[3 
-J ovina ds 


POM) = Ero ere 0 ， 
(8.1.27) 
则 pCz,7n, 引 是 下 列 偏 微分 方程 
2 = PO -VpCt,n,€), 
Pp(0,7,8) = 6 —), (8.1.28) 


lim p(t,n,8)=0 
Ei+" 


的 解 
方程 68.1.28) 称 作 Kolmogorov 前 进 方程 。 
证 明 考虑 势 函 数 为 V9+。) 的 偏 微分 方程 (8.,1.26) 的 解 
ult,&)， 则 
u(t,t) = Ew[é,, sx) efor tee nds J]。 


取 p(t,n,2) = uli, 纪 一) 即 得 推论 。 
引 理 8.1.18 p(t,6,7) =p(t,7,65), 
证 明 证 明 分 两 步 。 第 一 步 先 确立 等 式 


pineD) = Er[6， sn Cx)e- Jor- dr ]], 
(8.1.29) 


对 于 任意 有 界 可 测 函 数 /0)， 

| ppcoepan 
- 乒 fC -DE?CO,, » CX)e- ors-nts sde dn 
=Er| | FE-me-lire rem ddn) | 


= EwLf CE — xCt))e- for ss te de] 
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= fone, ere dred, 
所 以 有 
Pb) = Err6， VCX)e-1 ett)+ eae 


= Br[5，。 ,XYe- ore tr ed ], * 


在 最 后 一 个 等 号 中 ， 作 了 积分 变 元 替换 s =! 7。 
第 二 步 ， 证 明 
Ew[6,, eaCx)e- forse rsdr] 
= EM[6,, ne Cx)e-forisrs(s)de ] 
(8.1.30) 


于 是 由 (8.1.29),(8.1.28) 以 及 (8.1.27) 式 即 得 
Ps1ye) =P,6,7), 


由 于 (8.1.30) 式 两 边 的 Wiener 积分 只 与 变 元 x 在 [0, 妇 中 的 
值 有 关 ， 所 以 不 仿 设 凡是 C of0, 切 上 的 Wiener 测度 ， 而 式 
(8.1.30) 两 边 的 值 则 是 空间 C ,o [0, 菇 上 的 Wiener 积分 。 我 们 将 
通过 C oo [0, 羽 空间 上 的 一 个 保 测 映射 来 证 明 等 式 (8.1.30) 。 
引入 上 映射 TT， C co [0, 雪 ->C oo [0,tj: 
y(s) = (TX)(s) =x(t—s) -X(t), 0<set 


游 虚 Co [0, 纪 中 如 下 柱 集 

1 = {yoy i) Sh, 1=1,2,. ,7}, 
其 中 0<rz <trn=1l, dbiE R', 1=1,2,.，,n。 则 
ait+ XXV)O Ebi +t IH), 1=]1,2,,n—1, } 
-an<x 人 < 魏 一 多 ， 
其 中 v=t-Ti =12 和 -1 0<oo pn lb, 
Vi Viri=TiniTig = 2 0 一 根据 定义 8.1.2， 


7T-7={ > 
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WoT) =[ (27) VniVn-s— Vr-1) 0 sne (一 D1) 7 2 


—an b gn botun 。 2 
x| du,[ 本 du 1 "du exp| -二 呈 
一 二 。 


Galt GR 2 i vn-1 


+ 0 + | 


Vn-2™~ Vn-1 t—y, 


Vi= Urn-i— Uns i=1,2,°",n—1, 


Un= ~ Uny 


全 (TD = [2 TT mt) Tr) 
on 人 fs) 1 I 12 
ee a - 才 衬 + M 


+ CVn-1 一 bn -2) 十 Vn 一 2 | apean 
TYn -1 一 Tn-2 t 一 Zn -1 


= 于 (站 
因此 了 是 C o [0, 妇 上 的 保 测 变换 ， 所 以 我 们 有 
BFF8， so (efire ee ] 
= EwF8,, ss CTx)e- {oriTete teds] 


= Ewr[6,, ye Cx)e- {evs ede], 
引 理 得 证 。 


1.3 Feynman-Kac 公式 
现在 ， 我 们 将 通 过 Donsker-Lions 定理 和 上 述 引 理 给 出 
Feynman-Kac 公式 。 
定理 8.1.19 (Feynman-Kac) 设 V( 纺 是 下 有 界 可 积 函数 ， 
j (二 是 一 维 有 界 可 测 函 数 ， 则 
ult,£) = 已 《FJ 人 bD)e-f or C8.1.31) 
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是 下 列 偏 微分 方程 ， 
[2 - 工 ? “2 -VE u,b), 


加 2 (8.1.327 ? 


0,6 =f (8) 
.的 解 。 
证 明 由 Ws 的 定义 (8.1.8)， 对 于 空间 C[0,TJ 上 的 泛 函 ! 
F ， 等 式 : 
ETF)]=E"CF(+ 6)] 


在 下 意义 下 相等 ， 等 导 两 边 中 任意 一 个 存在 ， 另 一 个 必 有 章 ， 
义 ， 志 工 两 者 相等 。 于 是 
u,b) = BEMLF CE + x ) ef orestee ns] 


= | fan,s, Dan 


=| fpct,n, dn, 


-由 推论 8.1,17， 定 理 得 证 ，。 
Feynman-Kac 公式 是 十 分 重要 的 结果 ， 它 的 重要 性 不 仅 在 于 
给 出 偏 微分 方程 (8.1.32) 解 的 解析 表达 式 ， 而 且 在 于 它 在 扩散 过 
程 理论 以 及 量子 力学 理论 中 的 广泛 应 用 , 运 用 Feynman-Kace 公 
式 可 以 研究 偏 微分 方程 (8.1.32) 解 的 渐 近 性 质 运用 Monte 
Carlo 法 计算 Wiener 积分 (8.1.31) 给 出 数值 解 ， 并 且 Feynman- 
Kac 公式 还 可 用 于 研究 Brown 运动 轨道 性 质 ， 
作为 Feyrman-Kac 公式 的 应 用 ， 我 们 来 求 
at _ 1 ut, 6) 
ot 2 ae? 
ul0,£)=1 


: 欧 解 ， 其 中 参数 a 二 0。 


一 0224(b2)， 


(8.1.33) : 
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根据 feynman-Kac 定理 ， 上 述 方程 的 解 是 


uCt, 6) = EE” Fe-e1 sd] (8.1.34> 


下 面 来 计算 这 个 Wiener 积 
固定 :>>0， 设 9 是 [0, 纪 上 简单 函数 ， 


9g(3) = DJ axe (3)， 
j=1 
其 中 0 声 之 刀 过 之 41 志 t。 定 义 泛 函 9g;: C wy [0. 们 一 R 如 下 


90 (x) = | gs)dxCs) = Dalx tyrn) -xD)]。 
j=1 


Erfer os ] =e- 打 12ode 。 
因此 9g 是 C oo [0, 杂 上 高 斯 随机 变量 ， 期 望 为 0， 方 差 是 
Em[0s (xX)] = > aj (ti — 3) = | oods。 
于 是 映射 ggv 是 2[0, 幻 到 2?(C 00, 太 ) 上 稠 定 等 距 算 子 。 
将 这 个 映射 唯一 地 延 拓 到 [0,tj 上 。 记 


go = | gc dxcs) (8.1.35) 


称 为 随机 积分 。 注意 对 于 ge ZL[0, 幻 ， 积 分 | gce) dx(s) 是 


”W-a.e. 定 义 的 。 
引 理 8.1.20 ”随机 积分 9g (Xx) 是 (CL[0, 委 ;,W) 上 高 斯 随机 变 


量 ， 期 望 为 0 ， 方 差 是 | 9? ds. 
证 明 选取 一 列 简单 函数 {9j}， 在 Pr0, 避 中 收 伍 到 9， 则 
0s, 在 12(CL0, 妇 ,W) 中 收敛 到 06， 于 是 可 抽出 子 序 州 ， 不 妨 设 
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就 是 {69 ;} 自身 ， 使 得 gg ,Cx) 0g (2x)， 环 -a.e. 成 立 。 
喜 1 6 。 4 .0 
Evw[e' =limE™[e ?4] 
jo 


= lime-$/3?9 de 


了 一 co 
_ $0.2 
=e-$J3r? cade, 


因此 9， 具有 高 斯 分 布 ， 期 望 为 0， 方 差 是 |,9*(s)ds, 引 理 得 证 。 
对 于 VfEL2C05 委 ， 令 Bf C oo [50,>R, 


pi x) -| .zcoyc)ds， (8.1.36) 
引 理 8.1.21 随机 变量 % 具有 高 斯 分 布 ， 期 望 为 0, 方 凑 
是 
Erco3]=[ [minGss ff dsdr, C8.1.37) 
证 明令 9Gs) = | f(r)dr， 由 分 部 积分 
pCX) = -| Cag) =| g(axcs) =05(x)。 
因此 fy 具有 高 斯 分 布 。 


ETb7y(Cx)] = | /C5 BT)]ds =0， 
E™[@} CX) ] -| [EB*Cxc) cr) If) TC) dsdr 


=| [mincs, ff dsdr, 
0J0 


最 后 一 个 等 号 是 由 (8.1.10) 式 得 到 的 。 引 理 证 毕 。 
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定理 8,1,22 


Emel op v2 
《8.1.387 
证 明 ”第 一 步 ” 设 {e} 是 [2[0, 杂 上 的 归 一 正 交 基 ， 由 于 
CL0, 要 CLC0, 幻 ， 对 于 VxECL0,t]， 


oo 


[ x2(s)ds = |xl? = 0m: = 2 $3 (¢), 


n=l 


xz(3) = Db ,CX) en(s), 


R=] 


Bb, = [ie. (s)ds, 
0 


则 
Ewe-°f 3 (ads ]= Ew[e- fots(e)+e) ds ] 


-oa82 可 | Te (8 Tt2aspaoe, '*)) |. 
R= 


(8.1.39) 
第 二 步 ” 在 50, 二 上 引入 算 子 
(Sf) Cs) -| nin, Didr, (8.1.40> 
窒 易 证 明 对 于 Vf,gE€ [0,t， 
Er[0A0g]=<oj ,9g>。 (8.1.41) 


设 {X4} 是 5 的 特征 值 ，{es} 是 相应 的 归 一 特征 函数 ， 并 且 把 (es} 
选 作为 第 一 步 中 L250, 妃 上 的 基 ，。 由 于 


Er[$o bo, J= Sens0m> = hndnm. 
根据 引 理 8.1.21， 每 个 Be 是 高 斯 随机 变量 ， 均 值 为 0， 方 差 是 
272 


如 。 由 (8.1.41) 式 知 {ge,} 互 相 独 立 。 因 此 由 关系 式 (8.1.39) 得 
到 


Ews[e-°f0*?e)ae] 


=e-"s° TT ECe-e ?traepns,, 1s) ] 


区 me ] 


oo 于 om y2 
2 1 2 一 了 2 
= 一 ea # | Ea (y +26pny) ee 24,dy 


niV 20h 


~ co 62 
一 6-ae21 1 _ex | 2a2&2 nn 上 
Ly 7 Zi 


(8.1.42) 
第 三 步 ” 求 8 的 特征 值 。 


(Sf) (Cs) = {mins, r) /fondr = | rf)ar 十 | roar。 


设 37 = 4/，4 关 0， 因 为 S7 连续 ， 所 以 f= 二 Sf 连续 ， 从 而 Sf 
可 微 。 
HC) sf + | fear sf) = [fear, 
再 对 * 微分 ， 得 到 
Af” (Cs) = — f(s), 
注意 到 
/0) = Sf(0)=0, 人 = ttyar =0。 


因此 我 们 需要 解 下 列 微分 方程 


(人 + /f(s) = 0， 0<~s<=,, 
f(0) =f’ (1) =0。 
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到 
人 = (( 一 二 ) 于 ) ， Cn (5) = cnsin( n 一 3 n=1,2°%, 


2 2 
其 中 cs 是 归 一 常数 。 
因为 
TTo + hn) =.cht, 
因此 
TTa + 20hn) = chv 2ot (8.1.43) 


下 面 来 计算 关系 式 (8.1.42) 右 端 指数 中 的 级 数 。 
第 四 步 ” 假 定 积分 方程 


g(s) = f(s) + 1] kss rf rdr, A>0 
的 解 可 由 下 列 “ 逆 积分 方程 ”表示 ， 
f(s)=9(s)—H ,RCs, 1 g(r) dr, 


函数 RCs,z) = RCs,T ;1) 叫 作 予 解 核 或 逆 核 ， 
当 k(s,7) = min(s, 时 ， 予 解 核 存在 。 容 易 验 证 


chw u(t 一 r)sh whs 
多 


一 一 S&T, 
vuchv nt 
R(s,T3h) = 四 
ch ht 3)sh YOU ， rs 
vuchv nt 
(8.1,44y 


在 50, 当 上 引入 算 子 
CR,g) Cs) -| RG, gdr, 
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由 核 min (s,r) 给 出 的 积分 方程 以 及 相应 的 逆 积 分 方程 用 算 子 可 表 
示 成 
g= (+1S)f, f= (IT -uuR,)g, 
由 此 不 难得 到 
Rs,= SC +HS)7!, 4>0, 


An 
所 以 ev 也 是 R, 的 特征 函数 ， 相应 的 特征 值 为 7 地。 因此 
RSs) = Donts)on lr), (8.1.45) 


斯 以 


oo AnP? 「 
一 一 Rls,T; dsd 
之 ra 上 (s,T;20)dsdrt 


i 


-th aot (8.1.46) 


将 关系 式 (8.1.43) 与 (8.1.46) 代 入 (8.1.42) 中 即 得 (8.1.38) 式 。 
定理 证 毕 。 

以 上 我 们 只 考虑 有 限 区 间 [0,7] 上 全 体 连 续 函 数组 成 的 空间 
中 的 Wiener 测度 以 及 关于 Wiener 测度 的 积分 。 对 于 Banach 空 
间 CL0, oo) 可 类 似 地 构造 Wiener 测度 。 仍 用 多 表示 所 有 下 列 柱 
集 组 成 的 代数 : 

T= {xE CLO, 0) | Cx C8) xb ,0 , Xn,)) EE}, 
其 中 n€ 包 ,，0 过 ti 过 过 < 过 ，EE ZB" 仍 用 多 表示 空间 
Cr0,co) 前 Borel 域 ， 易 证 由 多 生成 的 最 小 9 代数 0( 多 ) = 多 。 仍 
用 (8.1.2) 式 定义 多 上 的 有 限 可 加 测度 WW。 运用 定理 8.1.7 的 证 
上 朋 ， 略 加 修改 ， 可 知 W 是 .多 上 完全 可 加 测度 。 于 是 它 可 以 唯一 地 
拓 张 成 (CL0,ce) ,多 ) 上 的 概率 测度 ， 还 用 W 记 这 个 测 度 ， 称 为 
人 《CE[0, 00) ,多 ) 上 的 Wiener 测度 。 易 知 ， 


suppW = {x€E CLO, 0)|x(0) = 0). 


275 | 


同 定义 8,1.8 后 面 的 说 明 一 样 ， 可 以 定义 (CL0, co) ,多 ) 上 从 ?出 发 
的 Wiener 测度 古 。。 此 时 


suppW .= {x€E CLO, 0) {xC0) = £}. 


对 于 Banach 空间 C (0, 0), 民 ")， 也 可 以 引入 Wiener 测 度 。 
设 x= (xlx2 xcECCoco), 有 7， 风 定义 上 维 -Wiener 测 
Wedx)y = Woedx') xWUdrx?) Xe X 了 到 (Cdxd) 。 
(8.1.47) 
于 是 让 玉 下 每 个 分 量 x' 具有 一 维 Wiener 分 布 ， 而 且 各 分 量 相 互 
上 


定 理 8.1.16 与 定理 8.1.19 中 的 有 iener 积 分 (8.1.26) 与 
《8.1.31) 两 式 都 是 对 任意 给 定 的 了 ， 关 于 Cr[0,T] 上 Wiener 测度 
作 的 积分 。 于 是 它们 是 相应 的 微分 方程 在 0 委 #< 了 中 的 解 。 现 在 
我 们 可 以 认为 这 些 积分 是 关于 C[0,c0) 上 Wiener 测度 殉 作 的 积 
分 ， 于 是 它们 作为 相应 微分 方程 的 解 在 0 委 上 天 co 上 成 立 。 

最 后 ， 我 们 列 出 高 维 情 形 时 的 Feynman-Kac 公式 而 不 再 给 出 
证 明 。 

定理 8.1.20(Feynman-kac) 设 VC() 是 RR' 上 下 有 界 可 积 函 
数 ，f (的 是 及 4 上 有 界 可 测 范 数 。 记 本 。 为 CCL0,co) ;月 7) 上 从 
出 发 的 4 维 Wiener 测度 ， 则 


u(t,8) = Ews[ f (x(t)ye- fbvexce nade ] 
是 下 列 偏 微分 方程 
au(t,8) 
a 
u(0,2) = 71) 


= 广 AuGt， -Vu t>0, 


的 解 ， 其 中 人 = 之 5 是 关于 上 的 Laplace 算 子 。 
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§ 2 Hilbert 空间 上 的 测度 


设 4 是 实 可 分 Hilbert 空间 多 上 的 概率 测 度 ， 忆 是 多 的 任意 
一 个 有 限 维 子 空间 ， 设 Hs 为 % 到 的 投影 算 子 ， 则 pz = AIB 
是 上 的 一 个 概率 测度 。 车 51,E; 是 两 个 有 限 维 子 空 间 ，ElC 必 
Es， 则 Le ps,15,15!， ”这 种 关系 称 为 相 容 性 条 件 。 设 居 的 
每 一 个 有 限 维 子 空间 上 上 都 给 定 了 一 个 概率 测度 hz, 而 且 它 们 互 
相 之 间 都 满足 相 容 性 条 件 ， 这 样 一 族 概率 测 度 {4z]EC% ,dim EB 
二 co} 称 为 Hilbert 空 间 庆 上 的 一 个 有 限 维 分 布 族 .于 是 上 的 概 
率 测度 4 唯一 地 给 出 多 空间 上 的 一 个 有 限 维 分 布 族 。 但 是 反 过 来 
未 必 正 确 。 对 于 给 定 的 有 限 维 分 布 族 {uz}， 未 必 存 在 多 上 的 概率 
测度 ， 以 {Ja} 为 其 有 限 维 分 布 族 。 那么 我 们 要 间 具 有 什么 样 条 
件 的 有 限 维 分 布 族 才能 确定 出 多 上 的 一 个 概 率 测 度 呢 ? 

欧 氏 空间 上 的 概率 测度 与 它 的 特征 函数 (概率 测 订 的 Fourier 
变换 ) 互 相 之 间 是 一 一 对 应 的 。 因 此 对 于 特征 函数 的 刻 划 ， 间 接 
地 给 出 了 概率 测度 的 描述 。 在 欧 氏 空间 申 , 有 众所周知 的 Bochner 
定理 ，R"” 上 的 国 数 / 是 特征 函数 的 充分 必要 条 件 是 / 连续 非 负 
定 而 且 /0) =1( 见 定理 ?7.3.6)。 在 无 穷 维 情形 ，Bochner 定理 不 
再 继续 成 立 ， 而 要 用 本 节 将 给 出 的 Minlos-Sazanov 定理 来 代替 。 

本 节 分 三 段 。 第 一 段 讨论 Hilbert 空间 上 Hilbert-Schmidt 算 
子 和 迹 算 子 .这 两 类 算 子 都 属于 紧 算 子 类 。 第 三 段 要 讨论 的 Min_ 
los-SazanoY 定 理 以 及 下 一 节 要 讨论 的 Hilbert 空间 上 的 Gauss 测 
度 ， 与 这 两 类 算 子 有 密切 的 关系 。 第 二 段 讨 论 Hilbert 空 间 多 上 
满足 相 容 性 条 件 的 有 限 维 分 布 族 与 党 上 概率 测度 之 间 的 关系 。 第 
三 段 讨 论 多 上 概率 测度 的 特征 泛 函 并 给 出 Minlos-Sazanov 定理 。 

2,1 了 Hilbert-Schmidt 算 子 和 迹 算 子 

设 多 是 一 个 可 分 Hilbert 空间 ， 具 有 内 积 《，，,*)， 并 且 由 内 积 
定义 的 范 数 记 作 上 1 = (,*)，。 
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定义 8.2.1 设 和 A 是 多 到 其 自身 的 线性 算 子 ，{6%} 是 浓 的 一 
个 正 交 规范 基 ， 各 果 了 NAc 二 co， 则 A 称 为 Hilbert~Schmidt 
算 子 。 全 体 Hilbert_Sohmid: 算 子 记 作 二， ( 镶 )。 记 


Al = (Dhan) . (8.2.1) 


称 14l， 为 4 的 Hilbert-Schmidt 范 数 。 
注 1 容易 验证 141。 确实 是 六 >,( 知 ) 上 的 范 数 。 由 


Plaenlr= > Sl Aen, em)? 


Bm] Wo=] 


-5 > (Ce A*emn) = Slaten 人 


推 知 1 4 = 1444, 因 比 妆 AE Ls,,(%) 时 ,A*E LP), Lz) 
关于 算 子 的 共 斩 运 算 封 闭 。 
设 {da} 是 多 的 另 一 个 正 交 规范 基 ， 则 


Pla [= Shads,e m)” 


B= mal 


= 5) Dd, Aren)= Daronp 


说 一 1 He] 


= SAenl’, 


所 以 Hilbert-Schmidt 算 子 范 数 不 依 赖 于 基 的 选择 。 
注 2 每 个 Hilbert-Schmidt 算 子 是 有 界线 性 算 子 。 
设 AEL,,(Y). 对 于 VuE€Y， lul =1，, 


4 42 人 = 之 (4u,en)2= Du, 4xen)3 
n=1 n=]】} 


< Ae = As, 


Nel 
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于 是 
141 = sup lAul<lAl,, (8.2.2) 
所 以 Po (多 )CE( 多 )。 注 意 在 dim2 = co 情形 ， 恒 同 算 子 id€ 
LC )， 但 是 i4&L (0( 铬 ) 。 所 以 了 (多 ) 真 包含 在 二 ( 儿 ) 中 。 
注 5 设 AELw (2),， BEeL(Y), 则 AB,BAEL,, (2), 

而 且 
1ABI,<1BII A 1BAL<IBIAI;. (8.2.3) 

事实 上 ， 


Z184eul2<18| 之 fAenf? = 1BI)AI,, 


D1ABenl: = SB*A*esl: <IBI SA*esl 


= |B8l1A*l,, 


故 (8.2.3) 成 立 。 
例 设 A， l,l,, 由 ACX1, Xe *) = (QX) ,02X2 00) 定义 ， 则 


AELw(ls) 的 必要 充分 条 件 是 lan?<%， 


定义 8.2.2 设 A,BEL (YZ)，{6n} 为 居 的 一 个 正 交规 范 
基 ， 定 义 


(A,B) = >) (Ae,, Be,). (8.2.4) 


此 定义 与 基 的 选择 无 关 。 (4,B 称 为 4 和 有 的 Hilbert-Schmidt 内 
注 4 因为 
2| (Aen, Ben)|<l1Aenl? + Be,l, 
所 以 (8.2.4) 式 右 端 级 数 绝对 收敛 。 故 (8.2.4) 式 对 于 任 痢 4, 有 BE 
Ls,( 庆 ) 有 意义 。 
定理 8.2.5 Lz(2) 在 (8,2,4) 式 定义 的 内 积 下 是 一 个 Hil- 
bert 空间 。 
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证 明显 然 (4,4) = 1 4 上 。 我 们 只 需 证 明 L (和 多) 在 范 数 
全 1 下 的 完备 性 。 设 {4A} 是 Lo,(PY) 的 一 个 基 本 列 。 由 注 2 知 
{4。) 也 是 上 L( 铬 ) 的 一 个 基本 列 。 因 此 存在 4ELZL( 和 多) 使 得 jiml4， 
-41=0。 任 给 s>>0，3NEN: ,使 得 当 mm>>AN 时 ,4 An 
<s， 于 是 对 于 每 一 个 ， 


此 
Dn -Anesl’<lA, ~ Anl?<e’, 


1=1 


先 令 m>co， 再 令 h->co， 可 得 到 当 n>>N 时 


SA el <e, 


所 以 4 -4ELDa( 和 )， 从 而 4=4- (An -A)ELs(P)， 并 
且 liml4。- 4 =0。 定理 获 证 。 
命题 8.2.4 了 (和 多)CLo (多 )， 在 范 数 ]l 下， 了 (CP) 在 
Za (多 ) 中 稠密 ， 其 中 忆 ( 铬 ) 是 知 上 全 体 有 穷 秩 算 子 的 集合 . 
证 明 任 取 4E( 和 名)。 选 取 多 中 正 交 规 范 基 {ej， 使 得 
A = 工 人 (el em)， 则 


ME= 立 HMeoi= 3 Do,00)? 


j=] =) 


= 人 D0,A*e)’= 了 ,4*eil<co， 
i=l j=l s=1 
故 AEL, (YY)，。 
对 于 任意 的 AEL,, (HY), 忱 中 的 正 交 规范 基 {e,}， 有 
A= DC ,A*es)es, (8.2.5) 


了 一 


Anm = 2 (， ,A*ej) ej, 


J=l1 
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liml4-A -lm > lA*el?=0, 
所 以 P( 多 ) 在 也 。 (多 ) 中 稠密 。 命 题 得 证 。 
推论 8.2.5 LICC(C 和 )， 其 中 CC 多) 是 全 体 多 上 的 
紧 算 子 的 集合 。 
证 明 车 4 是 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 ， 由 上 述 命 题 ， 存 
在 有 穷 秩 算 子 列 {4;), 使 得 14; - 4 一 0, 当 nc 时。 由 (8.2.27 
式 ，|4; - 4 一 0， 所 以 4 是 紧 算 子 。 
定理 8.2.6 A 是 Hilbert-Schmidt 算 子 的 必要 充分 条 件 是 4 
为 紧 算 子 ， 而 有 D4t<o， 其 中 {44} 是 正 对 称 紧 算 子 (4*A) :4 
的 全 体 特征 值 。 此 时 
4 = (2) ~ (8.2.0) 
证 明 当 4 是 PS 上 紧 算 子 ， 不 妨 取 居 的 正 交 规范 基 {er) 为 
CA*4A)! ?的 特征 向 量 全 体 ( 包 括 零 特征 向 量 );， 于 是 


1Al2= DCe,, A*Aen) = D4. 
如 一 上 nol 


因此 AE Ls (YY) 时 了 可 <<00, 反 之 当 了 如 <oo 时 ,AE Ll 这)， 
并 且 (8.2.6) 式 成 立 。 定 理 得 证 。 
作为 命题 8.2.4 的 应 用 ， 我 们 还 有 
定理 8,2,7 设 (2,. 多 ,由 是 一 个 测度 空间 ， 儿 = 严 (Q, 罗 ， 
有 四。 设 XE GOxopG@D。 定义 积分 算 子 Ag 如 下 ; Y fe 
L:(Q,.B,1) 
CA Co = {KDI hd). (8.2.7) 


则 映射 ->Ag 是 上 (0 x90,p@ 四 到 上 .2,( 膏 ) 的 一 个 等 距 同 构 映 
281 


射 ， 
证 明 设 {6%} 是 居 的 一 组 正 交 规范 基 , 则 {enewn} 是 L*(Q x 9， 
AQ@J) 的 一 组 正 交 规范 基 。 记 
K(x,y) = 5 dnmen (XOm(Y) ， 


2 mm] 


IAclS= SAcesl:= 5 laonls= 1K 


因此 天 一 > 4x 是 等 距 映 射 ， 而 且 值 域 {Axj KE LC0 x0,n@))} 
是 Ls(Y) 中 的 闭 集 。 容易 证 明 每 个 有 穷 秩 算 子 都 是 由 积分 核 所 
生成 ， 即 F( 多 )C{4k}j， 由 命题 8.2.4 推 得 大 -> 4x 是 满 映射 。 
定理 得 证 ， 

由 (8.2.7) 式 定义 的 算 子 称 为 Hilbert-Schmidt 积分 算 子 。 
(8.2.7) 式 是 = 上 上 (0, 多 ,放空 间 上 Hilbert-Sehmidt 算 子 的 积分 
表示 。 

由 注 2 ，Za (222) 是 过 ( 和 多) 的 一 个 线性 了 予 空 间 。 了 由 注 3 还 可 
知 上 La(P) 还 是 上 ( 避 ) 的 一 个 理想 。 下 面 我 们 要 引入 二 (多 ) 的 
一 个 子 空间 已 (如 )， 它 是 全 体 多 上 迹 算 子 组 成 的 集合 。 

定义 8.2.8 设 A 是 多 到 自身 的 一 个 紧 算 子 ，{4} 是 
(A*A) “的 全 体 特征 值 组 成 的 集合 .车 之 /hn<o2, 则 我 们 就 称 4 
为 和 的 迹 算 子 。 全 体 和 上 的 迹 算 子 组 成 的 集合 记 作 LC )。 
人 


Y 


141 = Sas (8.2.8) 
称 为 算 子 4 的 迹 范 数 。 
泽 5 辕 为 >)Mi<( iu) ， 由 定理 8.2.6 可 得 


一 了 
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Il41 和 过 14L<141， (8.2.9) 


所 以 
Ly)CL ,HITCCCHICLCY). (8.2.10) 


对 于 每 一 个 有 界线 性 算 子 A， 都 有 极 分 解 A4=U1A|， 其 中 
U 是 部 分 等 距 算 子 ，14| 是 4A*4 的 正平 方 根 ， 设 {en} 是 居 的 正 交 


规范 基 ， 则 级 数 和 Y\(| 4|ew,ew) 不 依赖 于 基 的 选择 。 特 别 地 当 
A 是 紧 算 子 时 


lAli= D(Ale, ,en) 


= DS 11 Ate, ps, C8.2 11) 

所 以 
AEL HES |AlieLy pp), (8.2.12) 

此 时 


1 4 = 11 4 二 3 (8.2.19) 


引 理 8.2.9 (1) (党 ) 是 一 个 线性 矢量 空间 ， 人 沾 是 
忆 ( 和 ) 上 的 一 个 范 数 。 
(2) AEL1 (YZ), BEL(NP), 则 AB,BAEL1,(92), 而 且 
[ABL<IANIBI, [BA SIBINAN. C8.2.14) 
(3) 4EL (和 多)， 则 A*EL1,(PP)， 而 且 
144 = 1A*l. (8.2.15) 
证 明 (1 显然 1fae4 = [al141， 又 414 =0<>4=0， 因 
此 只 需 证 明 1 .小 满足 三 角 不 等 式 
14+2f<< 4 人 + 人 2 (8.2.16) 
设 4,BEL( 和 )， 作 极 分 解 
A=UIA!I, B=VIB!, A+B=WIA+BI, 
其 中 U,V ,W 基部 分 等 距 算 子 。 
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、 > VN. i 
SUAtrBlen,en) = 了) (1*(4+ 有 )enyen) 
w=] R=l 


N ~ 
; SDIW*UI Aen, en) | 
、 1 。 
N 
+ DW*V|BIe,, er), 
a 一] 


y 可 
DW*UlAles,e) | 
B=-l 


SFTNAL Uwe Alte, 


<(PDHA rweos pr (DdAen,en 六 
如 果 我 们 能 证 明 


SHA) trWwes <A 


R=] 


SydA+Ble,,en) EIA + 1Bl, | 
n=1 > 


于 是 三 角 不 等 式 (8.2.16) 得 证 . 
选取 {ew} 使得 每 一 个 ea 或 者 在 kerW 中 或 者 在 (ker W)+ 中 ， 
于 是 : 


六 中 4 所 eyesla= SY UI AU*We,, We,), 


其 中 忆 ' 表 示 具 对 enE (kerW)! 的 指标 求 和 ; 因为 {Wen|en€ 
《kerW)+} 是 (kerW)' 的 正 交 规范 基 , 因 此 对 于 任意 的 还 交规 范 基 


284 


{pn}, 
5 UA We We < UIA gn pn); 
重复 同样 的 论证 ， 于 是 又 有 
2 UhAUrp0) SDA,0n = Ah 


(2) 首先 假设 A,BEL (和 )。 作 4B 的 极 分 解 ，4B = 
U714B1。 选 取 罗 的 正 交规 范 基 {e}， 使 得 e, 或 者 在 ker U 内 或 者 
在 (kerU) :内 ， 则 {Ues} 是 子 空间 (ker U0)! 中 的 正 交 规范 基 。 于 


是 
1A*UNE= SA*Uon ls 

<lA"l3= 4141. (8.2.17) 
所 以 / 


1ABI = 3) (ABe, ,Uen) = >) (Be,, A*Ue,) 


<(D Bop (Davenp 
魏 141121。 (8.2.18) 
其 次 设 4E 大 (多 )，BEZL( 和 )， 作 4 的 极 分 解 4=Y141， 
其 中 了 是 部 分 等 距 算 子 。 由 注 3 ， 注 5 知 道 |41 ”So (各 1 
BV|Al' ?EL,;,(P)， 所 以 
BAIL<IBV IA|' ?11Al ?1, 
1BIILAL ?I= 1811Ah, 
又 由 将 要 证 明 的 (3) ， 
1ABIN, = 1B*A*T IB*IiA*|, = 人 人 4 
(3) 设 AE Lo (多 ), 作 极 分 解 4=VY14|1。 于 是 4* = |Al'/? 
(V14|: 2)*， 由 (8.2.17) 式 ， 
LA*IIAL 2 VI Al A?) *|, 
SE A 
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所 以 A*eLn(S), 又 14 = 了 4*)* 才 14* 上 有， 于 是 (9) 得 
证 ， 

推论 8132.10”，AEL1,C92) 当 且 仅 当 存在 日 ,CEL:( 知 )， 
使 得 4= BC， 

运用 定理 8.2.3 的 同样 手法 可 证 得 

定理 8.2,.11 L(Y) 在 迹 范 数 下 是 Banack 空间 . 

命题 8.2.12 FF(%)CL1 (YY); 在 迹 范 数 全 1 下 ， 已 (7 
在 二 ，( 儿 ) 中 夭 密 。 

证 明 设 4EF( 和 )，4 有 极 分 解 4=Y1A|。 选 取 多 中 正 交 . 
规范 基 {fes}， 使 得 4 = 工 (61,"…,sm)， 于 是 骨 四 


1 44 = BD dAle0D = Dl AcsVs Ci) 


i=1 [| 


= Phoson (V*ei;, ej) 


t=1j= 


= SS Ce Aes) (eisVe1) 


j=1i=! 


一 > (A* ej,V es) 


j=1 


<T Areil<o, 


7 1 
推 知 4E (多 )。 对 于 任意 的 4EDL，( 务 )，4=Y14|， 设 1。 
为 | 有 | 的 特征 值 ，{en)} 为 相应 的 正 交 规范 特征 向 量 ， 则 


A= joyen)Vens (8.2.19) 
R=l1 
和 
4w = DAhnle son Von EF (PY). 
#=1 


设 4- 4xw 有 极 分 解 A- 4wr =Ywi4- 4wj， 于 是 由 
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CA- 4w)enm= > Andnml ens 
号 一 六 二 上 


oo 


14- Axh= 2 A- An) em V wom) 
-5 im (VemsV wem) 
< 
得 到 liml4- Ay 人 h=0。 天 FC) 在 Li( 多 ) 中 稠密 .证 毕 。 
设 4EZ (和 多)，44=Y14| 是 4 的 极 分 解 。 又 设 {eoj 是 多 的 
| Che,,en) [SIIAItenl 有 4*enl， 
故 


之 1| (4en ,en) | 


<( 志 4 (Dua ) 


=||Al#V*], 1|AI#|: 
< A =14h. 


所 以 级 数 也 C4en,0n) 绝对 收 全 易 知 极限 与 基 的 选择 无 关 。 
定义 8. 2. 13 设 AEL,,,( 必 )，、， 我 们 称 数 


trA= DD herson) (8.2.20) 


为 算 子 A 的 迹 。 线 性 映射 tf， 上 .1,(Z) 一 C 称 为 迹 泛 函 。 
显然 ltr4| < A =triA41。trh4* = tr A。 容 易 证 明 迹 泛 函 还 
具有 下 列 性 质 ， 
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(1) tr(A+B)=trA+trB, 

(2) tr14 = Mtr4， 

(3) 若 0 和 4 一 9， 则 tr4<trB; 

(4》 当 U0U 是 西 算 子 时 ，trY (UT1AU) =tr43 

事实 上 ， 设 {ew} 是 任意 的 正 交 规 范 基 ， 则 {Ue,} 也 是 正 交 规 
范 基 ， 于 是 

tr 4DD) = > (UiAUe, ,en) = > (AUe, ,Uen) =tr4。 

(5) 当 AEL (PW), BEL(P)H 时 , trAB =trBA, 

事实 上 ， 由 (4) 知 ， 当 0 是 西 算 子 时 trAU =trU4。 对 于 BE 
了 (和 多)， 不 妨 设 上 2 委 1， 只 要 证 明 刀 能 分 解 成 中 个 丁 算 子 的 和 ， 


就 有 tr4B -trB4。 令 C= 全， D= -站 则 C,D 是 自 


伴 算 子 ，1Cl<1、1Dl<1， 且 B8=2C +12D。C 有 有 谱 分 解 
C={ 4dE,. 
令 和 =cos0， 则 


C= ~ [eos0dE,. 
0 


Uj=- [edE,, U,= -eedF,, 


则 U1, 和 Us 是 西 算 子 ,而 且 2C =U,+ Us。 同 理 存 在 西 算 子 Us,U4s 使 
得 2D = Us + Ul,。 于 是 B=U,+t Us+iVU,+iU,, 证 毕 。 

设 4E Do (多 )， 则 映射 Bt(4 且 是 工 (和 多) 上 的 一 个 线性 
泛 函 。 车 固定 BE 了 (和 如)， 则 映射 4mtr(4B) 是 Lu (和 多) 上 的 线性 
泛 函 。 关 于 它们 的 人 性质 ， 我 们 给 出 下 列 的 定理 ， 而 不 再 证 明 。 

定理 8.2.14 (线性 :机 :. 射 4ratr(4.) 是 La) 到 
(C (多 ))* 上 的 等 距 同 构 上 映射 
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他 六 Btrte) 是 二 (入 ) 到 (LN 和 放生 全 的 菊 距 间 构 映射 

: 9.9 “Hilbert 空 间 上 的 测度 . 

设 多 是 可 分 实 Hilbert 空间 ， .是 多 的 Borel 集 族 。 于 是 . 罗 是 
所 有 使 得 多 上 有 界线 性 省 函 都 是 可 测 的 0 代数 中 最 小 者 ， 或 者 
悦 多 是 由 全 笨 有 界线 性 泛 函 生成 的 0- 代数 。 

考 虚 党 的 生意 一 个 有 穷 维 子 空间 EE。EE 的 Borel 集 族 .Ge = 
{AfNBlAhE .9} 是 巨 上 的 o- 代 数 。 记 多 到 巨 的 投影 算 子 为 1s， 
对 于 BE .Bz, 称 H51B = {x*jTaxEB)} 为 以 有 为 底 的 有 穷 维 柱 集 。 
记 .Z^“ = {025181BE Bs}，、 则 务 * 是 多 的 一 个 ao- 代数 ， 它 是 全 体 
以 .多 s 中 Borel 集 为 底 的 有 穷 维 柱 集 组 成 的 集合 。 显然 ， 

Bo= U{B EEC, dimB<oo} 
是 和 上 一 个 代数 。 易 见 c4B) = .多 ， 即 多, 生成 .ZS。 事实 上 , 为 
了 生成 多 ， 并 不 需要 所 有 的 . 罗 *， 只 要 它 的 一 小 部 分 就 是 够 了 . 
设 {EE， } 为 2 中 单调 上 升 的 有 穷 维 子 空间 列 ， ECBEC, Y= 


Us,, 则 


Zo = Us "CH, 


也 是 如 上 一 个 代数 ， 且 (多 )) = 
没 j 是 (入 ,9) 上 一 个 概率 出 度 ， 则 投影 算 子 了 sz 在 有 穷 维 子 
空间 (E,.Bz) 上 产生 一 个 概率 测度 Wz， 它 是 这 样 定义 的 
Hg(B)=u(15'B), VBE Zs. ‘8.2.21) 
有 时 记 成 4z = 4*D#Y。 假 如 有 穷 维 子 空间 ECCE;， 则 pz ,与 pz ,之 
间 满 足 如 下 相 容 性 条 件 
Wa, (B)= pp, (Uz!1BNE,), VBEe Ps,. 
| (8.2.22) 
”定义 8.2.15 侈 体 满足 相 容 性 条 件 (8.,2.22) 的 有 穷 维 子 空间 
上 的 概率 测度 族 thzlEC%P，dim E<co0) 称 为 尼 的 有 穷 维 分 布 
族 。 
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于 是 每 个 多 上 的 概率 测度 4 给 出 多 的 一 个 有 穷 维 分 布 族 . 反 
之 ， 如 果 已 给 定 多 的 一 个 有 穷 维 分 布 族 ， 那 么 是 否 存 在 多 .上 的 
一 个 概率 测 庶 &， 使 得 已 知 的 有 穷 维 分 布 族 恰 由 x 给 出 ? 
3 引 理 8.2,16 记 B.= {xE 多 1 二 <r)。 度 (ps 是 多 上 一 个 
有 穷 维 分 布 族 ， 则 {4z} 是 由 (3, 多) 上 某 个 概率 测 度 尖 给 出 的 必 
要 充分 条 件 是 对 于 和 任 给 e 汪 0， 存 在 ?7>0， 使 得 当 7>>9 有 时。 
.Wy (Br EY 1 一 8 | 08,2.: 23》 
在 所 有 有 穷 维 子 空间 上 成 立 ， 
”证 明 必 委 性 。 投 {6e} 是 由 4p 给 出 的 ， 可 取 1 充 分 大 ， 使 得 
HB >>1-s。 于 是 当 7>> 了 时， 
pe(B NE) =w (5! (Br py 
(Bi) LBy) > 二 eu。 
充分 性 。 在 多 ,= 多 * 二 定义 可 加 测度 
pA(A)=LE (lpgA), 当 AE DB", i 
如 果 4 在 多。 上 具有 可 列 可 加 性 ， 那么 根据 测度 延 拓 理 论 ， “可 以 
延 拓 定义 到 多 上 ， 而 成 为 居 上 的 一 个 概率 测度 。 
为 了 证 明 4 在 多 ,上 具有 可 列 可 性 ， 只 要 证 明 4 在 .2Z。 上 连 
续 ， 即 对 于 .多 上 一 申 F 降 集合 [4s}， 4， "hor NAs ed 要 ， 
证 明 i . . 
~ limp (A, ) = 


设 AnE .B85+， 共 中 ECB,ii， 又 设 B， 一 已 ,是 桂 集 4 的 底 。 
首先 考虑 B。 均 为 闭 集 的 情形 。 此 时 4。 是 弱 闭 集 。 因为 . 


an 人 4) -也 


所 以 门 (B， 门 4.) = .由 于 B; 弱 亲 、 弱 紧 ， 每 个 集合 B.m 4。 


也 是 弱 闭 、 弱 紧 的 。 又 由 了 号. 门 4 一 Brn 4 所 以 91， 使 得 
B, 门 4 = 后 于 是 当 7 之 1 ?过 ?0 时 就 有 
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必 (4) = Ap ， (Ce ， An) 
Sup, (En) 一 AR， Hs <, 
从 而 limpCA ) = 
对 于 一 般 情形 ， 可 选取 闭 集 0。 CB,, 使 得 As， (DB。 -C= 
En。 记 
D, = a Lrc NM Bn) 
Cp ] 
则 D。, 是 闭 集 ， 并 县 
Le, (Bu ~ DS Ds, Bm- Cm). SDJene 
m=1 : m=l 


A GE 有 .个 = 人 A = , 
六 一】 


n=l 


L(An) THA) + Dens 


由 于 lim 4(44) =0， 所 以 ZE 4(4,)<< 可 em。 而 此 不 每 式 右 端 
可 任意 小 。 故 得 引 理 。 

注 引 理 8.2.16 的 充分 条 件 可 以 减弱 。 设 {Es} 是 有 穷 维 子 
空间 上 升序 列 ，EsCCEn.,，( Eu 在 多 中 稠密 。 又 设 (ur。} 是 相 


应 的 有 穷 维 分 布 序 列 ， 则 {uz ,} 是 由 (2 和 ,. 宛 ) 上 某 个 概率 币 度 /给 
出 的 必要 充分 条 件 是 Yes>0，3n>>0 使 得 当 r>? 时 ， 对 于 一 切 
ha, (Hs,B)>1- e, (8.2.24) 

定理 8.2.17 设 {1B,} 是 (加 ,地 ) 的 有 穷 维 子 空 间 寺 升序 列 ， 
EaCEiri UE 在 中 稠密 ， 则 相应 的 有 穷 维 分 布 序 列 {xz,} 是 
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由 (2, 多 ) 上 某 个 概率 测度 4 给 出 的 必要 充分 条 件 是 
lim lim exp (~ elxl’) ps, (dx) =]1。 (8.2,25) 
证 明 必要 性 。 设 {pw} 是 由 4 确定 的 ， 则 


| exp (— elxl?) ps, (dx) =| exp(— elllls, xl’) pCdx), 


由 单调 收敛 定理 


lim lim| exp (~ elxl’) us . (dx) 


410 no 


= tin [ exp( ~ elxl?) hcdx) 
是 4 0 JJ 和 
=[ (dx) = 1。 
充分 性 。 ”任意 取 定 6 入 0，9e>0 使 得 
im| exp (— elxl?) nus, (dx) >1- 6。 
注意 到 积分 | ，exp (elx1) psd 是 单调 下 降 数列 ， 
< exp (~ elxl®) ps, dz) 


< | erp-elrly pe, dx) re { ss, 


BanB, BNB? 
过 | Hz (dx) 人 一 | Hz (dx) 
EaNnh, Ban 


= (一 er Hz (lg,Br) to-'r’ 
因此 
292 


pz。UTz BrmD)Z1-50-e 7 ) 1。 


当 7 之 E- 二 时 ， 
Hp， (Hg.B)>1-6(-e)™, 
由 引 凶 8.2.16 的 注 ， 定 理 获 证 . 
定理 8.2.18 设 4 是 (PP, 多 ) 的 一 个 概 兴 测度。 对 于 se 守 0， 


存在 紧 集 , 己 PY， 使 得 
nL(K,)>1-e, (8.2.26) 
证 明 设 六 是 多 的 可 列 稠 集 。 记 B, (xz) 为 以 x 为 中 心 ， 半 径 
是 7 的 球 。 对 于 一 切 r>0， 
=Ut{B,(x)|xEN). 
对 于 任意 给 定 的 0 盖 0，r>0， 可 以 选取 Xx1,*… ,xsE 入， 使 得 


| | 个 ~ 自 
人 


，( x-U Bi (4) )< 翅 。 
1 


记 Du= (jj Bit(xx),D= 门 P,。DD 是 闭 集 ， 而 且 
N=l 8 n=l 


pF- DED -DN <DE. 
号 一】 fl 
当地 之 6 时 ，x1,*… x1, 是 Ds 的 6- 网 ， 从 而 也 是 D 的 8- 网 ， 故 呈 
完全 有 界 ， 所 以 品 是 定理 所 要 求 的 紧 集 。 
2.3 Hilbert 空间 的 特征 汽 函 

”定义 8.2.19 设 /是 (和 娩 , 多 ) 上 的 一 个 概率 测度 , 如 上 的 光 

| 
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B= | ea (8.2.27) 


称 为 的 特征 汉 函 数 ， 

显然 是 多 上 一 个 非 负 定 连续 泛 函 ， 满足 (8) @(0) =1，(hy 
I@ on <1 事实 上 ， 对 于 任意 的 轧 ，， we ynE P,Q ,0n EC, 
总 有 


了 Pys -yt) 0 


as> b=-1 
n 2 ， 
> one H(dxz) >0。 


| 3 t= 


臣 任 意 的 有 穷 维 子 空间 ， 当 yE 于 ， 


gy) -| exp(li(lgx WL (dx) 


=|. exp (1 (Xx, 2 ) Hz (dx) 


因此 当 玫 ( 妇 限 制 到 已 上 时 ,从 为 pz 的 特征 泛 函 。 热 知 hs 由 旬 ( 殷 
唯一 确定 。 这 说 明 特 征 泛 函 确 定 了 4 的 有 穷 维 分 布 族 {4s}， 从 而 
PC 叭 一 确定 概率 测度 “。 换 句 话说 ， 如 果 ( ,全 ) 上 两 个 概率 
测度 44,p6 具 有 相同 的 特征 泛 函 ， 那 么 4 = hs。 : 

现在 考虑 反问 题 。 如 果 给 定 了 (这 ,9) 上 一 个 非 负 定 连续 汉 
函 2， 满 足 条 件 (9) 和 (b)， 是 否 能 确定 (2 ,.9) 上 的 一 个 概率 测 
度 /4， 使 得 @ 丛 是 Az 的 特征 泛 函 呢 ? 一 般 说 来 是 不 对 的 ， 需 要 增加 
条 件 。 由 Bochner 定 理 ， 在 每 一 个 有 穷 维 子 空间 已 上 ， 存 在 一 个 
概率 测度 hs 使 得 


py) =| expli(xI Wadx), VyEB, 
8 


. (8.2.28) 
容易 证 明 {wz} 满 足 相 容 性 条 件 ， 因此 中 给 出 了 光 上 一 个 有 穷 维 分 
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布 族 ， 

由 此 可 见 ， 罗 上 满足 (a) 与 (b) 的 非 负 定 连 续 省 函 与 多 上 有 
穷 维 分 布 族 一 一 对 应 ， 但 是 多 上 有 穷 维 分 布 族 未 必 由 某 个 概率 测 
度 4 给 出 的 ， 所 以 PP 上 满足 (8a) 与 (b) 的 非 负 定 连续 泛 函 未 必 是 某 
个 概率 测度 的 特征 泛 函 。 下 面 的 Minlos-Sazanov 定理 将 给 出 多 上 
连续 非 负 定 泛 函 是 特征 泛 函 的 必要 充分 条 件 。Minlos-Sazanov 定 
理 是 Bochner 定理 在 无 穷 维 情形 下 的 推广 。 

设 4 是 概率 测度 ， 令 


Cy, ys) =| CX,Y) Ky) hdx), (8.2.29) 


一 般 来 说 ,C 未 必 存 在 ,因为 右 端 积分 不 一 定 收 化 。 若 对 于 VY 
EE PPP，C(y1,yo) 过 co， 则 可 以 证 明 C Cy,y2) 是 有 界 的 对 称 非 负 
定 双 线 性 形式 。C 将 称 为 协 方差 双 线 性 形式 。 由 (上 可 定义 多 上 的 
有 界 对 称 算 子 S ， 

CC ge) = (Si go》， (8.2.30) 


S 称 为 协 方差 算 子 。 算 子 8 是 非 负 定 的 。 
引 理 8.2.20 设 4 是 多 上 概率 测度 ， 满 足 


[Ixus <o0, Ye 名。 (8.2.31) 


那么 协 方差 算 子 § 存在 ，SE L(Y)， 而 且 
trS = | lxlnca’), (8.2.32) 
证 明 在 条 件 (8.2.3]) 下 ，C (yi,y) 有 界 
Ce) 1< hyd lyal| lh <o0, 


所 以 S 存在 。 任 取 愉 的 一 个 正 交 规范 基 {ex}， 我 们 有 
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Dy Son,0n) = 5 | coepwdam， 
k= k=1 2 


令 ? 一 co， 即 得 (8.2.29) 式 。 引 理 得 证 。 

定义 8.2.21 对 称 非 负 的 迹 算 子 称 为 核算 子 。 

例 在 引 理 8.2.20 条 件 下 ， 协 方差 算 子 3 是 核算 子 。 

定理 8.2.22 (Minlos-Sazanov) 设 名 () 是 PY 上 的 非 负 定 连 
续 泛 函 ，2(0) =1，|2BO) | 二 1。 BB 是 9 上 概率 测度 的 特征 泛 函 
的 必要 充分 条 件 是 对 于 s>>0， 存 在 核算 子 5,， 使 得 VyE 多 ， 

1- Re Se t+ (Sy,Y), (8.2.33) 

证 明 ”必要 性 . 固定 s>0, 则 存在 大 球 B = {xE€ |x?7})， 

使 得 K(B) 之 1- s。 于 是 


GO) = | eacepDwcao 
= | ,expCiCx, spdx) 


+ | ,expCiC, nCdx) 
a\B, 


二 DD + Dy), 
对 于 VyE ,|19,(D |<es 


1 Re®iCy) =|， C1 — cosCx,y)) pdx) 
<i| (X,Yy) pdx) 
2Ja， 
人 1 cc 
2 《 y,y), 
其 中 
trS = | jzjau(dxz) <r?。 
| Bs : 
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充分 性 。 ” 设 {exj} 是 一 组 正 交规 范 基 。 考 虚 子 空间 
E, =L(e,,6,,* ,06n), hn=1,2,e, 
根据 Bochher 定理 ， 由 中 可 以 唯一 确定 上 概率 测度 1。 


BO = | expGCx, I pndx), VEEB。 
{hw} 是 居 的 有 穷 维 分 布 族 。 于 是 只 要 证 明 
lim lim ， exp( 一 4x127A Cdx) =1。 (8.2.34) 


和 0 N+ 


根据 定理 8.2.17 存在 PP 上 概率 测度 4， 使 得 {us} 是 由 4 给 出 
的 ， 从 而 了 是 4 的 特征 泛 函 。 


对 于 VyE Es, 记 y= Djorers 


t=] 


? (Doren) = =| Joe np (dx) 。 


1 ss 4- 
由 恒等式 
Ei) 人 da= e- 寺 :2， (8 3 .35) 
我 们 有 
GT |, "(EH 32 doindag 


BT a" I 1 


= se 人 -六 > Gx, 0p)? pn (dx) 
=| ,p(x pnd) 
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等 式 左右 两 端 都 是 实数 ， 所 以 由 条 件 (8.2.33)， 
1- | exp(~ Sx )uncax) 
=- 1 _ReGg S 
ee Re (Perer)] 
x Lostao, “edar 
(S, , ) 
< > in O42 OHO} 


x 休 。- 呈 ao.eaa 
ha=al 


三 EE +V AAD) (S ,ei,61) 
t=1 


etv Atrs,, 
先 令 一 cc， 再 令 0， 最 后 由 。 的 任意 性 ， 得 到 (8.2.34) 式 。 
定理 证 毕 。 


§3 Hilbert 空间 上 的 Gauss 测度 


n 维 欧 氏 空间 (R" ,多 ") 上 的 概率 测度 和 4 称 为 是 Gauss 测 度 ， 
如 果 它 的 特征 函数 


fe DACdx) = exp(iCm, y) ~- 训 (Av,) )， (8.3.1) 
其 中 心 和 4 分 别 为 ” 维 矢 量 和 ?维系 阵 ， 由 下 面 式 子 确定 ， 


mao (8.3.2) 


CAyi, ys) = | LC—m y) Xm, yAdx),. (8.3.8) 


矢量 n 称 为 概率 测度 4 的 期 望 ， 矩 阵 4 称 为 4 的 协 方差 失 降 ,我 
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们 知道 和 是 Gauss 测度 的 必要 充分 条 件 是 所 有 4 的 一 维 分 布 都 是 
Gauss 测度 。 把 这 一 性 质 推 广 到 无 穷 维 情形 。 我 们 将 它 作为 可 分 
Hilbert 空间 中 Gauss 测度 的 定义 ， 也 就 是 说 我 们 把 一 维 分 布 均 是 
Gauss 分 布 的 概率 测度 定义 为 Gauss 测度 。 我 们 将 讨论 多 上 Gauss 
测度 的 特征 泛 函 的 表示 式 ， 它 与 有 穷 维 空间 Gauss 分 布 的 特征 孙 
数 (8,3.1) 完 全 雷同 。 

事实 上 ， 由 (8.3.10 式 定义 的 及 "上 Gauss 测 度 和 关于 Lebesgue 
测度 是 绝对 连续 的 ， 我 们 有 


hcdx) = CC2m 14D Yoxp[ -At m), Cx—m) |dx, 


(8.3.4) 
其 中 14| 表 示 和 气 阵 4 的 行列 式 。 测度 空间 上 两 个 测度 车 互 为 绝对 
连续 的 ， 就 称 它们 互相 等 价 。 由 (8.3.4 式 知 ，(R"',.B") 上 任意 
两 个 Gauss 测 度 和 1 与 和 是 互相 等 价 的 。 事实 上 ， 有 Radon-Nikodym- 
导数 - 


QA : - 
= 《4114i| DYexp| -二 CCAT! - Az') 
x (mm)|. (8.3.5) 


这 一 性 质 在 无 穷 维 Hilbert 空 间 不 再 成 立 。 但 是 我 们 将 证 明 Hilbert 
空间 中 任意 两 个 非 退化 Gauss 测度 或 者 互相 等 价 ， 或 者 豆 相 奇异 
〈 即 概率 分 别 集中 在 两 个 互 不 相交 的 可 测 集 上 )， 两 者 必 居 其 一 。 
3.1 Causes 测 度 的 特征 泛 琢 
设 多 是 实 可 分 焉 bert 空 间 ， 用 (*，) 表 示 多 上 的 内 积 ,11 = 


(. ,表示 由 内 积 产生 的 范 数 。 设 .2 是 罗 的 Borel 集 族 。 给 定 
《党 ,多 ) 上 一 个 概率 测度 ， 若 线性 泛 函 


1 = | ess) nds) 8.3.67 


在 多 上 处 处 定义 , 则 容易 证 明 je 多 *。 如 果 存 在 meE 名， 使 得 
oo0=| (DA VYEC,, (8.3.7) 

我 们 称 m 为 4 的 期 望 ， 并 记 作 
m=| zucdx), (8.3.8) 


或 者 记 作 
= Es*x, (8.3.9) 


如 果 | |zfwcdax) <co， 则 7 必 为 有 界线 性 泛 函 ， 由 Riesz 表示 定 
理 期 望 m 存 在 ， 此 时 


Iml<| lzlecao， 


当 的 期 望 存在 时 ， 考 虚 


cz=| (XxX~—m,y) x—m, ydx),. (8.3.10) 


-CCy1，y2) 未 必 存 在 ， 因为 右 端 积分 不 一 定 收敛 。 但 是 如 果 对 于 
Vy EP 1Ci(y1,yo) | 过 0, 则 Ci 是 有 界 的 对 称 非 负 定 双 线性 
形式 ， 此 时 存在 非 负 定 对 称 有 孝 算 于 使 得 

C11,Y2) = (S1Y1,Y2), (8.3.11) 


5, 称 为 相关 算 子 。 显然 
CYiyY2) = CY) — mY) mY) (8.3.12) 


这 用 Cdo , 妇 ) 是 由 式 (8.2.20) 定 义 的 对 称 双 线性 泛 函 。 
如 时 fxl?pcdz) <co， 由 Schwarz 不 等 式 ， 推 知 eecam 


<co， 从 而 期 望 m 存 在 ， 又 由 引 理 8.2.20 知 相关 算 子 S: 存 在 ， 芥 
且 S1 是 核算 子 ， 满 足 
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trS; = | jzjaucdx) — mf. (8.3.13) 


定义 8.5.1 设 4 是 (多 ,. 罗 ) 上 的 概率 测度 。 对 于 yE ZZ ， 芳 

虑 映射 4y :多 一 及 
Ayx = (X,Y), (8.3.14) 

则 Ay 在 及 :上 生成 一 个 概率 测度 1445 , 称 为 上 关于 的 一 维 分 布 ， 
如 果 对 于 每 一 个 y€ 宛 ,hy : 均 为 一 维 Causs 分 布 ， 则 称 4 是 多 上 
的 一 个 Gauss 测度 。 

定理 8.5,2 4 是 ( 懈 ,. 多 ) 的 Gauss 测度 的 必要 充分 条 件 是 及 
的 特征 泛 函 具有 形式 


$y) =exp[iCm, y) -二 (Siw,w) | (8.3.15) 


其 中 由 是 到 的 期 望 ，S; 是 4 的 相关 算 子 ， 而 且 Si: 是 核算 子 。 

浅 定理 的 意思 是 如果 4 是 Gauss 测度 ， 则 它 的 期 望 和 相 
关 算 子 存在 ， 它 的 特征 泛 函 上 共有 形式 (8.3.15)， 而 且 相 关 算 子 是 
核算 子 ， 反 之 ,如 果 ( 知 ,多 ) 上 的 一 个 泛 函 田 (8.3.15) 式 所 定义 ， 
其 中 mE 多,9 是 如上 一 个 核算 子 ， 则 必 有 一 个 Gauss 测度 ， 以 
D(C) 为 特征 泛 函 ，m 为 期 望 ，S, 为 相关 算 子 。 

证 明 ”必要 性 .。 由 于 性 是 Gauss 测度 ，YyE PP ，4 的 一 维 
分 布 上 47 :是 及 :上 的 Gauss 测度 。4471 的 期 望 和 方差 存在 ， 分 别 
为 


| 4 (dé) -| (x, Hd) <co 
和 
[47 GD -人 (| ,p45 a)) 
= | (pd) -(| Cx, DHA) ) 一 co。 
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于 是 存在 唯一 的 me 多 使 得 


p= CH), yye pr, 


是 4 的 期 望 ， 叉 由 对 于 Vye gp， 


CCy,y) =| Gd) - Gm, y) ?<o0, 


` 推 知 


[CCy,2) | <o0, 


. Vy,2E 多 
改 存 在 相关 算 子 S， 满足 


Ci(y,2) 三 (Sy,2), 


是 4 的 特征 汉 卫 具有 如 下 形式 ， 对 于 Vye g， 


Dy) = /exp (Xx,y) uCdx) 
= expUs pAy1 de) 


= exp|iCm, y) - 取 (Siy,y) 1. 


最 后 还 需 证 明 S, 是 核算 子 ， 对 于 任意 s>0， 不妨 设 e<1/9， 
3 核算 子 7T,， 使 得 对 于 V ye gg， 


1- exp( -去 (S13,5) )<1- RegB cy) 


e+ (TO 人。 


固定 ye 多 ， iaT,y,y) =1, 义 记 z= ws77y， 则 


(Tz, 2) 三 5， 


了 一 exp( 一 言 (S12， 2) )<2s, 


(12, 2) <2lnc1 - 26), 
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于 是 
(S1 DSAaT ,YY), 


其 中 4 = 二 1n(1 -2e)， 所 以 $1 是 迹 算 子 ， 


[3 
充分 性 、 只 要 证 明 由 (8.3.15) 式 给 出 的 泛 范 @ 满足 Minlos- 
Sazanov 定理 的 条 件 。 定 义 有 界 对 称 非 负 定 算 子 
SxX=SX+m,Xx)m, YXE 和 
则 S 是 核算 子 ， 


(SX,Y) = (SX,Y) + (Mm,X) Cm,y), 
于 是 


1—- ReD(y) =1~- cos(m,y) exp | -于 Cs] 
= 1] - _ 工 
二 1 exp| 3 CS 人 | 
+[1~ cosCm,y) Jexp| - C519) | 
2 
S389) + [1— cos(m,y)] 
S31 + 二 Cn 


1 
= (Sy,), 
2 yy) 


所 以 @( 幼 是 (多 多) 上 某 个 概率 测度 /的 特征 泛 函 。 由 于 它 的 一 
维 分 布 447 的 特征 函数 是 


fi espAs! (dg) = oxp(ialm, y) 一 (S19, ), 


可 知 KA5! 是 民 ' 上 的 Ganss 测 度 ,其 均值 为 (my) ,方差 为 (S19 ,yy : 
所 以 上 是 上 的 Gauss 测 度 ， 定理 得 还 。 
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3.2 了 Hilbert 空间 上 菲 退 化 Caass 测 度 的 等 价 性 
定义 8.3.3 设 (2, 罗 ) 是 可 测 空 间 ，w2 是 两 个 概率 测度 。 
如 果 存 在 A,BE 多 , 几 = AUB,ANMmB= 必 ， 使 得 


H(4) =0， vB)=0 


同时 成 立 ， 就 称 4 与 > 互相 正 交 (或 互相 奇异 ) ， 记 作 4Ly。 如 

果 每 个 4 零 测 集 都 是 ” 零 测 集 ， 就 称 " 关于 4 绝对 连续 ， 记 作 

vKM。 如 果 HKC， 同时 又 有 > 和 HA， 则 称 六 与 > 等 价 , 记 作 /= 。 
若 2 和 4， 则 必 存 在 可 测 函 数 fxz7， 使 得 


,(B) -| fous), VBEF. (8.3.16) 


f 是 非 负 4 可 积 的 , 并 且 在 -a.e. 意 义 下 是 唯一 的 。f 称 为 关 
于 上 的 Radon-Nikodym 导 数 ， 记 成 


dy 
nc* =f(x), 《8.3.17) 


上 一 段 的 定理 8.3.2 告 诉 我 们 Hilbert 空 间 上 的 Gauss 测 度 是 由 
它 的 期 望 和 相关 算 子 所 刻 划 的 ， 其 中 期 望 是 Hilbert 空间 中 任 意 
元 ,相关 算 子 是 了 ilibert 空 间 到 自身 的 核算 子 。 设 多 是 可 分 贡 ilbert 
空间 ，mE 多 ,S 为 和 到 自身 的 核算 子 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 将 用 
记号 NCm,S) 表 示 基 特征 泛 冰 是 (8.3.15) 形 式 的 非 退 化 causs 测 
度 。 下 面 将 讨论 在 什么 条 件 下 入 Gm,S1)_LN Cms,S2)? 在 什么 条 
件 下 入 Cm,SDNCms,Ss)? 并 且 当 两 者 互相 等 价 时 ， Radon- 
Nikodym 导数 是 什么 ? 

首先 讨论 具有 相同 相关 算 子 的 两 个 Gauss 测度 的 关系 。 下 面 
的 定理 说 明 它 们 或 者 互相 奇异 ， 或 者 互相 等 价 。 

定理 8.3.4 设 4=N(0,S)，>= Na;S) 为 色 上 两 个 Gauss 
测度 ， 则 当 aE Ran(S143) 时 WVv， 当 ag Ran(S1 3) 时 WLv， 

证 明 ” 设 4FRan(S!“?)。 首 先 证 明 
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-ra -= co 3.18 
? V CSy， 切 1 


很 车 不 然 ， 必 有 M0， 使 得 VY ye 知 ， 

(a,y) EMY (Sy, (8.3.19) 
车 Sy=0, 就 有 (4,y)=0，aE€ (kerS)-。 记 { 人 让 为 S 的 全 部 非 零 
特征 值 (有 重 数 的 特征 值 应 重复 出 现 ， 出 现 次 数 与 重 数 相同 )， 记 
{6 间 为 相应 的 归 一 特征 向 量 。 于 是 fej} 是 (ksrS)+ 的 正 交规 范 基 ， 


901=hejsj 一 1,2,…。 令 4= 2)ajes, 将 y= lajes/hj 代入 不 
j=1 
等 式 (8.3.19)， 得 到 
Daan 


j=l 3 
所 以 b= 2)biejE Y ,其 中 b=ay/V 和， 而 且 a=5172b， 这 与 


4& Ran(S 2 矛盾， 所 以 (8.3.18) 成 立 ， 即 (ao 人 /ww 太太 在 
单位 球面 = {y|1y| =1} 上 无 界 。 于 是 存在 y,€ 已 

(a, yn) SNCS yn , Yn), 
故 (3yw，yn)~>0。 忆 是 弱 列 紧 的 ， 不 妨 设 加 -> 名。 由 于 


(Syn, yn) -=| CX, yn) Hdx) 
= | Cyr) ax) 一 (a, Yn)?, 
令 N00 


[ (Xx, Yo) ndx) =0; 


| (x ~ a,y) vdx) =0, 


这 说 明 (x,y0) = 0,a.e.h; (x,y0) = (4,y0) ,a.e.y. 所 以 
Hx| CX,y0) =0} = 了 
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v{x| x,y0) = (4a,Y0)} =1。 
因此 /Lv。 

又 设 aE Ran(S1“2)， 我 们 要 证 > 人 4 并 找 出 Radon-Nikodym 
导数 . 设 4=S' 5b, 其 中 5b 不妨 取 成 bE (ker51 ?7)+= (了 an9 2)。 
故 存在 cs， 使 得 各 会 S:“zcn->b， 而 且 as 会 Son->a。 在 多 空间 上 
定义 测度 如 下 ，VPE .多 ， 


vn (B) -| exp| (Cescn) 一 Sen,0n) dd 。 
六 2 


由 于 
| (X,Cn) — (x,cm) [24Cdx) 


二 (9(cn 一 Cm) ? (Cn 一 Cm)7) 
三 je — bn | 一 0， 
推 得 (x,ew) 在 Li1( 避 ,多 ,四 中 收敛 到 某 个 极限 函数 F(X)， 


exp| Ce,oo) - (Sen,cw) J-> oxp [Fe) -二 Bo， 
所 以 测度 序列 ww 收敛 到 一 个 测 度 ? ,而 且 


D0B) = | «xp | Feo -ol jacax). (8.3.20) 
B 


剩 下 只 要 证 明 > = ,计算 wv 的 特征 泛 函 。 


Pa(Y) = | exp | im + zicn) -去 (Soenscn) ja 


. 1 
三 S 一 一 一 
exp| 1CS0n ,9) 5 (Sy, | 
-exp[i -1 | 
=oxp|iCen,y,) 于 CS |， 
令 nr~>co， 即 得 7 的 特征 泛 函 
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DY) = exp [i = eo 


所 以 > =v ,定理 得 证 。 

推论 8:5.5 设 L=N(a,S), v=NG(,5) 分 别 为 必 上 两 个 
Gauss 测度 , 则 涩 4 一 bE Ran(S12? ) 有 时, pvy 4-p 和 Ran(9 2 ) 
时, .KLVv。 种 

” 平面 讨论 两 个 具有 不 同 的 相关 算 子 的 Gauss 测度 间 的 奇异 性 

和 等 价 性 。 为 此 引入 可 测 空间 上 概率 测度 之 间 的 Hellinger 距离 
用 Hellinger 距离 给 出 测度 间 奇 异 与 等 价 的 数量 刻画 。 

设 ( 名 ,多 ) 是 可 测 空间 ，/ 是 (多 ,多 ) 的 一 个 概率 测度 ，/ 是 
-可 积 隙 数 。 设 为 多 的 一 个 子 5- 代 数 ，2C 鸭 。 任 意 二 可 测 
基数 1'， 当 满足 条 件 


| ax=| fau. YAES (8.3.21) 
A 


时 ， 称 作为 f 在 4 下 关于 0o- 代 数 之 的 条 件 期 望 。 这 样 的 函数 在 
4-a.e. 意 义 下 是 唯一 的 ， 记 成 1 = EC12)。 容 易 证 明 蔡 函数 g 
关于 2 可 测 ， 则 2 (9j/12) = gE*(f12)， 

若 4, 是 两 个 概率 测度 ， 设 2&1A。 记 上 2 分 别 为 4,z 在 
二 上 的 限制， 那么 显然 有 < ， 而 且 


Y=E (Pl). (8.3.22) 


设 局 ,各 是 , (9, 多 ) 上 两 个 概率 测度 , 设 4 是 任意 一 个 满足 
Hi4 ,p<&44 条 件 的 概率 测度 (这 样 的 概率 测度 总 存在 ， 例 如 可 


取 4= 于 岂 + 计 oo)。 记 


定义 8.5.6 积分 
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hlp, Ha) =| Vd (8.3.23) 


称 为 后 与 1; 之 间 的 Hellinger 距离 。 
泽 1 在 讨论 “的 许多 有 趣 性 质 前 ， 首 先 要 说 明 h(p1, 42) 与 4 
的 选择 无 关 。 事 实 上 ， 记 (8.3.23)? 右 端 积分 为 h(i,Ws)。 设 4 


是 另 一 个 满足 条 件 4<4 jack 的 概率 测度 , 设 != 二 4+ 二 1 
则 


du, dud/2 
hy Chis pa) -| Ee oe) dy 


-| (站 和 ” dy = ha Cp1s Ha) 

间 理 hk, (pi po) = by, C1, Ha), 

注 2 用 多 表示 (名 ,多 ) 上 所 有 概率 测度 ， 注 意 h 不 是 PF 上 
的 距离 函数 ， 但 是 下 面 引 理 指出 (1 一 各 '% 满足 距离 公理 。 

引 理 8.5.7 Hellenger 距离 具有 以 下 性 质 : 

C1) 0 委 A(p Le) Sl1s 

(2) ht, Ha) = 1 > = Has 

(3) hp1, He) = 0 HL bas 

(4) (1 -有 D'2 是 PF 上 一 个 距离 函数 。 


证 明 (1) 20 -有 = [全 -， pe) d4>0。 


d d 
(2) hs pe) =1 > 4-a.e. 即 记 = hn。 


dni 。 dp _ 


(3) h(t) =0<> GF 0 4-a,e, 即 岂 上 


(4) 记 p(pypa) = TI-RCGyp)》 .由 (1 (2) 立 得 pCp1, 42) 
实 0，Pp ;42) =0 寺 WLHo。b 显然 满足 对 称 性 条 件 。 又 由 


308 


Oe 


易 得 三 角 不 等 式 。 所 以 P 是 上 一 个 距离 函数 ， | 

引 理 8.3.8 设 2C 多 是 名 上 一 个 子 0- 代数， His Ls€E PF, 
将 册 ,ws 看 成 (名 ,2 上 的 概率 测 庶 ， 于 是 可 以 定义 hsp ho)。 
则 当 人 CZs 时 ， 
hs His ha) hy Chis Ho), (8.3.24) 


而 且 ， 若 2 人工 ， 就 有 
pp (pspa) Y hzChss Ka), (8.3.25) 


证 明 ”首先 证 明 不 等 式 (8.3.24) . 不 妨 设 了 ,= 多 。 根据 
测度 论 Lebesgue 分 解 定理 ， 必 可 以 唯一 地 分 解 成 上 =y+7， 其 中 
vpzs7L 上 ha。 取 6= (+Y(2B))T!， 仿 4=cGs+), 显然 有 所 字 
1 pa。 我 们 用 ““2” 表 示 相 应 的 测 度 在 21 上 的 限制 ， 则 Ha = 
vy + Vv Cp Lh 6062+7), 而且 Mp 
4'。 记 


_ QUi 1 _ dp 
fi = f= 1= 1,2。 
显然 (2,2) 上 
co- XE2-A 
fc ={ ’ 和 ， 4 一 a.e.， 
0， XEA, 


其 中 A= U{NEe .Zlu,CN) =0}; 在 (多 ,21) 上 ， 
， 2c~1 ， XE 儿 一 A4， 
/co = ， XC A/ 4 一 ae,， 
其 中 4 =UfNEDZIACV) =0}。 由 于 44C4 "所 以 除去 4 中 的 
一 个 14 零 测 集 外 ， 有 /2 (2)2jaCx) 。 
又 因为 
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[52=| fdh, YAELZ,, 
A a 


o<| FR- VT a| Am FT), 


可 得 
‘EV FTE ) = RE VENE), 
故 
VB (vv 访 | 已。 
从 而 
FFE (VERIZ) 2E+ MFRS), 
所 以 


| VF | VFiFidh, 


即 hs, 《Hay L2) > 
其 次 证 明 〈8.3.25) 。 设 h&4 nh f= ,9= 3， 由 随 


机 过 程 理 论 中 的 款 收 敛 定理 ， 
fr 全 E212,)—>f. 人 E+(f|2), 
gn 人 SE’(g9|2,)—>9. 全 BE*(g9|2), 
由 于 0 委 /.9,j ,9 委 1， 由 控制 收敛 定理 


用 了 ki, Wa) = [Vigra 


> | TdA= hy chi, a). 


例 设 G1,Gs 是 R" 上 的 高 斯 测度 ， 分 别 具 有 期 望 m1,m,€E 
及 "， 以 及 协 方差 矩阵 4:,4:。 用 141 表 示 邱 阵 4 的 行列 式 。 因 为 


dGiCz) = ((2z) AN 
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x emp| -了 (LiMCz 一 mo (em) |ee ; 


“村 
2 


2=1,2， 所 以 


=1 
4 


hCG Ga) = CQr) 3C|A, 1A,l) 


x 人， exp [= 二 (hi Ce-m), Cx- mi)) 


一 于 Ch (xX — fs), (X— ma)) dx, 
(8.3.26) 
计算 上 式 右 端 积分 可 得 


lnk(G,, G2) -二 oln 名 了 和 


-Iml41-lnl4:1 | 


(Ee) n,m ) 
(8.3.27) 

现在 回 到 可 分 Hilbert 空间 多 上 。 设 {zs} 是 (多 , 罗 ) 的 可 
列 集 ， 它 生成 整个 空间 PNY。 设 An(X) = 《zn,X>, YXE ,n=1,2， 
A} CPE*。 记 .多 1! 为 一 维 Borel 集 族 ， 则 A5191= {451B 
18E B81) 是 上 一 个 子 0- 代 数 ， n=1,2,…。 我 们 称 Zn= 


o( 山 生 1.91 ) 是 由 有 界线 性 泛 函 {A May wy 4n} 生 成 的 子 o- 代 
数 ， 也 称 为 由 {z1,z6,…,zoj} 生成 的 子 0 代数， 易 见 多 = 


a 


c( UU 45181 ) ,也 就 是 说 .9 是 由 可 列 集 {fzn} 或 4n} 所 生成 的 。 


于 是 Za1 9， 
设 思 = NCa5S1) ,ho= NCas,S2) 为 (PY 多) 上 两 个 Gauss 测 
度 。 又 记 反 = NC0,S1) ,Ks = NN(0,S,)， 我 们 将 证 明 当 jh 与 局 互 
不 正 交 时 ， 太 与 1 也 互 不 正 交 。 
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对 于 每 一 个 正 整数 ”， 考 虑 ( 铬 ,2a) 到 ( 民 ，. 罗 ") 的 同 胚 喘 
了 : XCAL CX) , 0, A CX)), 

二 与 bo 在 2。 上 的 限制 在 此 映射 下 生成 (R",.Z") 上 的 Gauss 测 

度 ， 分 别 记 作 Gi 与 G2。 显然 hy, Cho)=hCG1,G3). 所 以 

-loghs (js4D) 具 有 展开 式 (8.3.27) ， 其 中 G1,k=1,2 的 其 

望 与 协 方差 矩阵 分 别 是 

ms = Ailar) ,A,Car)), 


A =(f A -mAs mp dO) k=1,2. 


一 log hs (1, 有) 的 展开 式 只 是 - loghs, (Hpa) 展开 式 和 项 


— loghs, CM, Ra) — loghs (hsha), (8.3.28) 


令 n->co， 由 引 理 8.3.8 
~ logh (M1, Ho) < — logh Ch , Ho)。 (8.3.29) 
巷 册 与 1 互 不 正 交 ， 由 引 理 8,3.7 知 -loghCpi,4o) 有 界 ， 所 以 
一 logh(f, RNs) 有 界 ， 仍 由 引 理 8.3.7 推 得 有 与 有 互 不 正 交 。 将 
此 结果 总 结 成 
引 理 8.5.9 若 多 上 Gauss 测度 Na SoD) 与 N (4as,Ss) 互 不 正 
交 ， 则 N(0,S 与 N(0,S*) 也 互 不 正 交 ， 
”定义 8.5.10 车 Gauss 测度 4=N(a,5) 的 相关 算 子 是 正 算 
子 ， 则 称 4 是 非 退 化 Gauss 测度 。 
引 理 8.5.11 设 所 =N(0,S) 与 如 = 六 (0,S) 是 〈 儿 ,. 罗 ) 上 
互 不 正 交 的 非 退 化 Gauss 测度 ， 则 存在 自 伴 算 子 TEL(C(2), 具 有 
有 界 逆 ， 满 足 
S,= S 主 TS (8.3.30) 
而 且 T-l€ELw (%), 
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证 明 设 8S, 的 全 体 非 零 特 征 值 为 5 ,4s，… ,如果 特征 值 4 有 
重 数 P，, 那 么 将 4 重复 p 次 出 现 ,又 设 eyea,… 为 相应 的 互相 正 交 
:的 归 一 特征 元 ， 由 于 S, 是 正 算 子 , {ew} 是 多 的 一 组 规范 正 交 基 。， 
定义 名 上 有 界线 性 泛 函 列 


Aj(CX) = <X， ez>y YXE 7 多。 


坊 
于 是 对 于 Vt,1= 12 
EriLAjCx)]=0, k=1,2; 


<S 101 ,0j> 


[Ai AICY) J = i 
Ed 


= 01j3 


E*aF A;(x) Aj(xX) |] = SS ty, 
让 


鞭 中 E?f 会 | nd) .T= (imxnyiy7 = 1,2,…). 设 第 
阵 工 。 的 特征 值 为 Gnsksk = 1,2,",n, 则 
~ loghy, (1, 2) 
= 3|2 a> log 1 Tt mt k - Pleo |， 
其 中 2 是 由 有 界线 性 泛 函 和 4,…, A 所 生成 的 子 c- 代 数 。 由 于 


N(0,SD 与 N(0,S9) 互 不 正 交 ， 所 以 上 式 有 界 。 由 不 等 式 


1 


2log + 一 log0= log 


(1 +0)7 
一 1 一 全 0， 


得 到 


sup sup [alog Lt Ow -logbuz|<co， 


n 1<ken 


故 存 在 常数 “ 与 C 使 得 
0<ce<0 ksC<eco， (8.,3.31) 
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“又 因为 当 o 委 9 生 C 时 ，36>0， 使 得 
2logl- log0>6 (1 — 0)?, 
推 得 
sup > (1 - On,k) ?<00, 
从 而 
立 GT 一 0D2<co。 (8.3.329 


tsj=l 


在 Hilbert 空间 上 定义 线性 算 子 
To= Dties, i=1,2,%%, (8.3.38¥ 
了 一 1】 


由 关系 式 (8.3.31) 知 对 称 算 子 荆 有 界 , 具 有 有 界 逆 ,而 且 由 关系 
式 (8,3,32) 知 T- 了 是 Hilbert-Schmidt 算 子 。 此 外 
cs} Ts$o,,01> = <TSte,, S¥0j> 
= VAhiAi<Tei,es> = V Aid tis 
二 《S61,01>。 
所 以 等 式 〈8.3.30) 成 立 。 引 理 得 证 。 
引 理 8.3.11 的 逆 命题 也 成 立 ， 事 实 上 我 们 有 
引 理 8.3.12 设 工 E 工 (和 ) ,了 自 伴 ， 0 一 上 委 7 了 过 CC 一 co， 了 一 
了 是 Hilbert-Sehmidt 算 子 ， 设 SiS。 是 多 上 正 的 核算 子 ， 满足 


S,= Si 打 S 二 则 略 上 的 Gauss 测度 p= NC0,S1) ,p= N(0,S2) 
互相 等 价 
证 明 个- TELw (92)，T 是 正 算 子 ， 敬 可 以 选取 的 正 交 
规范 基 {xj}， 使 得 x; 是 工 的 特征 元 ， 相 应 的 特征 值 记 为 4， 
Txj = hjXj, (8,3,34)》 
0 挟 < 委 4j 委 CC 天 co， 1 = 12，…。 
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记 G 为 (R!,.Z!) 上 期 望 为 0， 方差 为 1 的 Gauss 测度 ， GO 
为 (R',. 多 ') 上 期 望 为 09， 方差 为 罗 的 Gauss 测度 ， 在 序列 空间 ， 
我 ~= {CQ1, as， |oi€ R',1= 1,2,°"°} 上 引入 乘 积 Causs 调 度 P, 
和 Ps | 
Pi-TTe， P=TIcan， 


y=1 j=l1 


-它们 在 有 穷 维 子 空间 及 "= {4= (01,0090,0n) [aoER!,1<i<n} 
上 的 限制 分 别 是 
p:= TI, Ps 二 TITccy， 
j=1 jl 
显然 有 


dP _Tr 1 [3 _1 ;| 
pr © -TP 下 人 1 5)® 。 


因为 了 - Te 工 w (YP), (1 - 1)2<co, 故 无 穷 级 数 
i-1 


(3 


-ae.-Pi 收敛 。 于 是 PCP,， 同 理 Pi 和 P:， 故 Pi~:Ps， 相 应 的 ; 
Radon-Nikodym 导数 是 
1 1 


3p = IJ 六 exp [去 人 1 -2 (8.3.35) 


考虑 及 ”到 多 的 可 测 映射 


T:a—> Sa (Sx Ax, (8.3.36) 
则 Pi 在 可 测 映 射 了 下 的 分 布 PiT-: 是 多 上 的 Causs 分 布 。 对 于 
任意 的 yE 如， 计算 方差 
Er1® '[<x,y>] = EriL<Ta,y>*] 
315 . 


1 . 
=|S.*y) =<S,y,y>, 
所 以 P1771= pW。 同 理 
下 Pa7 " [<x,y>] = Er2[<Ta, y>] 


= 之 | Bearaioj CS ixj,y>?] 


#971 


= DCS dr, y>? 


3=1 


= 六 CS 二 eg 
J 

= DCS: Tixy, yy 
J 


= |TiS ty? = <S,y, yy, 


即 得 PT71=psp。 所 以 4 与 jo 等 价 ， Radon-Nikodym 导数 由 
(8.3.,35) 式 通过 映射 得 到 ， 


dus (x) - dP 
= p(T. (8.3.37) 


. 引 理 获 证 ，。 
现在 可 以 证 明 本 池 的 主要 结果 了 ， 即 如 上 任意 两 个 非 退 化 
Gauss 测度 或 者 正 交 或 者 等 价 。 
定理 8.3.135 Hilbert 空间 (SP,.Z) 上 的 非 退 化 Gauss 测 座 
N (qi,S1) 与 N (as,S,) 或 者 互相 等 价 或 者 互相 正 交 , Nta ,8,) 与 N 
(Cas, S2) 等 价 的 充分 必要 条 件 是 NN(ai,51) 与 N (as, S51) 等 价 并 且 N 
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(asy Si 与 N(aSs) 等 价 . 

证 明 设 NCa,S1) 与 Nasysa) 不 正 交 ， 由 引 理 8.3.9 知 
N (0,S1 与 N(0,Ss) 也 不 正 交 ， 再 根据 引 理 8.3.11 与 8.3.12 得 
知 入 (0,S) 与 NN(0,5,) 等 价 。 由 于 平移 变换 下 等 价 性 不 变 ， 故 
N(as,5) 与 NCas,S2) 和 铬 价 。 从 而 和 (42,S1) 与 Nlal,S1) 也 不 正 
交 , 由 推论 8.3.5，N(41,SD) 与 Nlas,51) 等 价 。 所 以 N (a1,5S0 与 
N (4s ,Ss) 等 价 。 充 分 性 是 显然 的 。 定理 证 毕 ，。 
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Ey 


我 " 
N 
馆 
K 
Si 
D 
~» 
2 


L(%) 
CP) 
Le ) 
L 0, (PY) 


符 号 表 


全 体 复 数 
全 体 实数 
? 维 Euclid 空间 
全 体 正 整数 
全 体 整 数 
数 域 ， 实 数 或 复数 
及 "上 单位 圆周 
C. 上 单位 开 圆 盘 
Hilbert 空 间 
Banach 空 间 
党 上 全 体 有 界线 性 算 子 
PY 上 全 体 紧 算 子 
PN 上 全 体 迹 算 子 
多 上 全 体 Hilbert-Schnidt 算 子 
向 量 空 间 的 零 元 素 
空 集 
正 无 穷 大 或 复 平面 上 无 穷 远 点 
以 x 为 中 心 ， 半 径 是 + 的 开 球 
对 于 每 一 个 
存在 
存在 唯一 
对 应 到 
蕴含 
当 且 仅 当 
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2.6。 
DCA) 
RCA) 
pCA) 
oA) 
R, (A) 
MA) 
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几乎 处 处 

算 子 4 的 定义 域 

算 子 4 的 值 域 

算 子 4 的 予 解 集 

算 子 4 的 谱 集 

算 子 4 的 予 解 算 子 

Banach 代数 4 的 极 大 理想 集合 . 


站 索 5 引 


( 按 汉 语 拼 音 顺 序 》 
Dorsker 泛 画 281 
A Donsker-Lions 定 理 204 
对 合 映射 . 24 
4 紧 算 子 124 对 称 算 子 68 
4 有 界 算 子 121 : 
Alaoglu 定理 12 | 
人 ren8 引 理 26 发 展 方程 240 
Feller 函 数 212 
B Feynman- 氏 ac 公式 288 
B 人 代数 (Banach 代 数 》 5 Von-Neumann 谱 分 解 定理 78 
举 单 代 数 15 Von-Neumann 准 风 109 
本 质谱 集 62,80 Friedrichs 扩 张 定理 115 
本 质 自 伴 算 子 63 
闭 算 子 | 60 G 
遍历 变换 202 Gauss 半 和 178 
玉生 于 225 Gauass 概 率 密 上 度 174 
Bochner 定 理 193 
Brown 运 动 214,220 Geass 测度 298 
Gelfand 才 东 10 
Gelfand-Mazur 定 型 和 7 
C Gelfand-Naimark 定 理 - 26 
Cu 代数 25 根 ~ 14 
Cayley 变 换 71,102 共 罗 算 子 62 
釉 定 算 子 61 广 文 波 算 子 281 
Cook 定 理 228 规范 切 泛 函 179 
D H 
单 参数 强 连 续 西 算 子 群 188 Hamberger 矩 问题 110 
点 谱 ~ 50,80 耗 散 算 于 180 
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核算 子 

Heliinger 距 高 
hermite 元 
Hilbert-Schmidt 算 予 
Hille- Yosida 定 理 


Kato-Reliieh 定 再 
可 闭 化 算 和 子 

可 除 代数 

KLMN 定 理 
Kolmogorov 后 退 方 程 
号 指数 

扩散 过 程 转移 函数 

扩 纪 系数 


离散 说 梨 

理想 

连续 谱 集 
连续 算 符 演 算 规则 


马 民 过 程 CMarkov 过 程 ) 
Markov 转 移 茵 数 
Minio8g-Sazanov 定 虱 
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211 
296 


平均 带 历 定理 


Poisson 半 群 
Poisson 核 
谱 半 径 

谱 测 度 
谱 分 饪 定理 
谱 集 

谱 族 


齐 次 马 氏 过 程 

齐 次 转移 概率 

迁移 系数 

强 连 续 线 性 算 子 半 群 
强 图 极限 

强 予 解 意义 下 收敛 


$ 


散射 算 子 
Schrodinger 方 各 
Schr6dinger 算 子 
Begal 意 义 下 强 义 解 
商 代 数 

剩余 说 集 

Shilov 引 理 
Stone 表 示 定 理 
Stone-Weierstrass 定 理 
随机 积分 

随机 连续 


特征 泛 函 数 


46 ,47 ,92 
14,49,73 
人 和 


210 
210 
219 
155 
152 
142 


225 
195,204 
120,126 

244 
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同 构 映 身 2 


同 春 映射 2 Y 
投影 算 子 39 
Trotter-Kato 定 理 146 压缩 半 群 
Trotter 乘 积 公 式 206 么 元 
图 内 61 有 穷 维 分 布 族 
予 解 方程 
W 予 解 集 
予 解 算 子 
Wey1 谱 扰动 定理 136 
Wiener 积 分 256 ; yA 
Wiener 测 上 度 249,251,256 
无 后 效 过 程 210 增殖 算 子 
无 穷 小 生成 元 156 正常 算 子 
转移 概率 
Xx 子 代数 
自 伴 算 子 
相关 算 子 300 自然 映射 


协 方差 算 子 295 


[General | nfornati on] 
于 
于 
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S91] 导 2569371 
D4 


之 004.6 


于 


Gal fand 


[Be) 


5.7 
5.3 
6 
6. ] 
6. 了 
1 
1.1 
1.2 Hlle Yosida 
2 
3 Stong 
3. ] 一 一 Stonel 
3.2 Stonge 
Bochner 
Schrodi nger 
Ergodi c 
3.3 Trotter 
4Mar koy 
4.1 Markov 
4.2 
;| 
5.1 
5.2 
6 
1 Gd0 如 Vyener 
1.1 do0,Tl Vyener Vyener 
1.2 Donsker Donsker-Li ons 
1.3 Feynnin Kac 
2 Hlbert 


2.1 Hlbert-Schnmmdt 


2.2 HIlbert 


2.3 H |bert 


3 Hlbert Gauss 


3.1 Gauss 


3.2 HIlbert 


Gauss 


